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Para resolver ecuaciones diferenciales lineales de orden “n” con coeficientes constantes del
tipo:
d n y d n—ly
dx" % dx"t

1. Uso la notacion dy d? dr

~2=Dy., —,=D?%..... =D"y.
_ x0T A )
2. [1]: Queda como
D"y + ;D" 'y+ a,D"?y+..+ an1Dy+ any = fy
3. Saco factor comun:

4. Despejoy, luego la solucion es: 1

+a y=f(x) [1]

+8, ot +a

Donde (D" + a;D"+ a,D"?+..+ a,1D+ a,) es el Operador diferencial lineal de orden n, que es
la notacion simbolica que indica que se efectiian operaciones de diferenciacion sobre la funcién
y. Por tanto, no es una expresion algebraica que multiplicaay.

Ejemplo:

El operador diferencial (D*- 2D +5) para y = log x

Implica el siguiente proceso:

ﬂm:(D%2D+ay:(Dﬁzo+akmx:dzggx m"?*+5mgk:g—2+5mgx
X X® X

X2

La ventaja del operador lineal con coeficientes constantes obedece formalmente a las mismas
leyes vélidas para los polinomios; por tanto en el operador se mantienen la propiedad
distributiva, la ley conmutativa y también se conserva la ley de los exponentes.

Por ello, factorizando el denominador de la solucién simbdlica

f(x) seobtendra:

YT D-m)®-m_)-m) ¥

Asi, la solucion simbolica toma la forma de:
y = 1 1 1
(D_mn) (D_mn—l) (D_ml)

f(x)

Este formato demuestra que en las ecuaciones lineales, la solucion se determina sumando sus
soluciones parciales.
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La solucién de la:

ECUACION LINEAL DE PRIMER ORDEN (ELPO): cumple la condicion:

Solucion General Funciéon Complementaria + Integral Particular

y

Genera dos casos de solucion:

Caso 1 Caso 2:
Proceso ELPO incompleta ELPO completa

1. Forma general de la ecuacion

Formato de operador : (D+a)y

=f(x)

Despejando “y”, el 2° miembro,

es: “Operador Integral ” 1
y=5 09 y=
D+a

El “Operador Integral ” es y=c¢ e 4 g jeax fodx
simbolo de integracién, la y= [ fr dX
solucién de 3 es: Donde:

-Funcién Complementaria: C e'ax

-Integral Particular: e'a"f eaXf(X)dX
Para generalizar el proceso, se Parac 0

igualan los “y” delospasos 3y 4 [l

-ax ax
D+a fo=¢ e fx dx

TEOREMA GENERAL.: Como la ecuacion lineal de orden n, se comporta como la ELPO,
la Solucion General es la suma de una Funcion Complementaria mas una Integral Particular.

1. Sea una ecuacion diferencial lineal homogénea de orden n con coeficientes constantes:

d" Y, d" 1y dy
+..+a,,—~—+a,y=0
d a1 n-1 dx ny
n,omx dn—l m.x m.x
2. Sienellase sustituye y=e™, resulta: +a e F +a,, —+ae™ =0
dx" dx" dx

luego, al resolver resultara: (m"+ a;m™+ a,m"%+..+ a,.m+ a,)e™ = 0
3. Como (M"+ aim™™+ a,m™?+..+ a,.m+ a,)e™ = 0, tiene n raices distintas: My, My, Ms,., My,
habra en correspondencia “n” soluciones distintas y, =e™”;y, =e™”* ..y, =e™”

. . d"y i d . -
4. Dado el caracter lineal de: v +a1 y Tt an, Y, a,y=0,si y=e™ essolucion,
X

también lo sera y =c;e™ donde c; es una constante arbitraria.
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Como la suma de soluciones de la ecuacion diferencial lineal homogénea es también solucion
d n y d n—ly dy
de: + +..+a,,——+a,y=0, luego: y=ce™ +c,e™* +....+c.e™* es
an al dxn_l n-1 dX ny g y 1 2 ,
solucion complementaria con n constantes arbitrarias c;, donde las raices m; son distintas.
n n-1
5. Si y = u(x), es solucion particular de 3 r)]/+a1((jj n7¥+ ........ +an_1gy+any= f(x), para
X X X

f(x) =0,y = Cie™ "+ ce™ ... +e,e™+ Uy es solucion general de la ecuacion

Aplicar el teorema de OPERADORES:

Solucion General = Funcién Complementaria + Integral Particular.

1 1 1

= (ce™ +c,e™ +..+ce™”) + . f(x

Y= 6 ‘ T oom) ©-my) T -my)
Codily diy dy 3 2 _ X
Resolver: RN _2dx =e En formato operador > (D°-D"-2D)y=¢e

Proceso
Siim’-m°-2m =0>m(m°—m-2) =0,

i 1=0; 2 i , am®+bm+c=
Una raiz es m; = 0; las demas son raices de 24b 0

—b++b?-4ac

i 2.a

1= - +
Para (m*-~m—2) =0, es: m, _1xa 24(1)( 2) _ 1;3’

m,=1 y msz= 2
Para las raices: m; =0, my=1, my=2

funcion complementaria es:
- 2
Y = (ce™* +c,e™* +..+ce™) =Cp+ Ce” + C3e”

Pararaices: m; =0, my=1 yms=2 vy lafuncion: f,=e™,

1 1 1 ,x_ 1 1 1 .«

Uy = . . e . .— €
(D-2) (D-1) (D-0) (D-2) (D-1)'D
1 1 | e

U= 55 (D—1)I e dx = 03 ° Jer €7 dx

-3
ox X€ Ex.e‘X
3

Up=e* J‘e*2X x.8 " dx=e2" I.x.e‘3x.dx =e

. 1
y=Y +Uy=Cy+Cre X+ Cgezx + gx.e”‘
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INTEGRAL PARTICULAR DE ECUACIONES LINEALES:
d”y dn_ly dy .
dx" +a1dxn—1+ """" +a,, o +a,y="f(x):

Para determinar la integral particular de la ecuacion

A.-CASO DE UNA ECUACION LINEAL DE 2° ORDEN

d?y dy .
— 2 +a ——+a,y=0, esta dada por:
a2 gy 8 P

1. Lasolucion general de la ecuacion homogénea
= Sim=#m, : y=c,e™" +c,e™”
= Sim =m,.: y=(c, +c,)e™

2. Para ello, sea la ecuacion diferencial lineal de segundo orden con coeficiente constante:

2
(;Z+ a (;Iy+ a,y = f(x) que podemos escribirla como (D*+a,D+a,)y= f(x)
X X

3. Factoreando (D*+a,D+a,)y= f(x), > (D-m,).(D-m,)y= f(x) luego, acomodando

términos resulta: (D—-m,)y = ! f(x)
D-m
4. Como _: . f(x) = e_a'xjea'xf(x).dx, por el signo: (D—m,)y = e™"[e ™ f (x)dx
+

1

2

g j e ™* f (x)dx

de donde, despejamos y = 5

5 Si m #m,, resultard y= emZ'XI[e<m'l’m2)'x.je’m'1'x f (x)dxhx..
6. Ahorasi: m, =m,, entonces sera y = e"‘l'xj Ie‘mi'x f (x)dx.dx

7. Por sustitucion en (D?+a,D+a,)y= f(x), podemos establecer que la funcion

e""'xje‘”‘i'X f (x)dx es una solucion particular de (D? +a,D+a,)y = f(X)
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B.-CASO DE UNA ECUACION LINEAL DE ORDEN “n”:
Abarca 2 métodos para determinar integral particular de

(D” +a,D"'+a,D"*+...+a,,D+a, )y = f(x)

o B.1.-METODO DE ITERACION: Se aplica cuando las raices son iguales y permite obtener
la integral particular y = e"“J‘e(""f’“'l)'x.J'e(“‘-f’“'z)'X ....... Ie’m"'x.f (X).dx" .

n n-1 ,

1. De: d7y+a1d73/+__+anild7y+any: f(x) o: (D”+a1D”*1+a2D”’2+...+an71D+an)y: f(x)
dx" dx" dx

1

se obtiene solucion simbdlica y = -
D'+a D" +....... +a,,D+a,

f(x)

2. Factoreando el denominador (Dn +a,D"" +a,D"? +...+a,,D+ an) podemos llevarla a
la forma (D - m)( D - m,)..(D - m,), por lo tanto, al reemplazar en la expresion
1

= f(x) 2 Y= f(x
Y D"+a,D"" +....co...... +a,,D+a, ) Y (D"-m)(D"-m,,)..(D" —m,) 9
3. Laecuacion y= —— - ! - f(x), también podemos escribirla
(D _mn)(D _mn—l)"'(D _ml)
comoy=__ + 1 1 gy
(b"-m,) (b"-m,) (D"-m)
4. Aplico sucesivamente el operador Dl sobre f(x) para lograr la ecuacion

y = e'“l'xJ‘e(m'z"“'l)'x._[e““-fmz)X ....... Ie‘m“'x. f (x).dx", que es la integral particular buscada.
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Aplicar el teorema de OPERADORES con el METODO DE ITERACION:

Solucion General = Funcion Complementaria + Integral Particular.
1 1

O-m) @M

— m.X m,.X m,.Xx
y = (ce™ +c,e™* +..+ce™) +

d’y _dy . 2 _ X
o —6&+8y=e En formato operador > (D°-6D +8)y =e

Proceso
(D*°-6D+8)y=e">m’°-6m+8=0

_ —bt+yb*-dac _ —(-6)+,/(36)-4.18 62
' 2a 2.1 2
m =4, my=2

Para las raices: my =4, m,=2

Resolver:

— 4x 2X
(ce™* +c,e™  +...+ce™*) =Cie + Cre

Para las raices: m; =4, m, =2 laintegral particular es:
1 1
X — X

U = e’ = e
(D-2).(D-4) (D-2) (D-4)
o Paralaraizz my=4ylafuncion fy) = €:

1 1 X -ax [ _ax
fr = g" =e ey dx,
Dra Y7 (D-4) Je™ e

(Dl » e = e[ X dx = e** [ e dx
-3x X X
ax © e e
=e = — quees el nuevo: )= —
3 30 ®~ 3

X

e Paralaraizz m;=2 Yy lafuncion f( = %:

y :_1 f(x) = 1 € _ g (2)-x I(e(-Z)X %)dx

D-2 (D-2) 3
y = 62X (e % ydx = €2 [( e3 ) dx
e2x X e2x -X ex
= edx = e’ = —
y 3 / 3 3
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o B.2-METODO DE LAS FRACCIONES PARCIALES: Se aplica cuando las raices son
distintas y permite obtener la integral particular

y= Aie”"xjre‘m'X f (x)dx + Aze’“'xje"“'X f ()dx+......+Ae™ Jre‘”"x f (x)dx.

1. Descompongo el denominador de y=
D"+a,D"" +...cc.. +a,,D+a

A + Ay +...+A"}f(x)
(D-m) (D-m,) (D-m,)

fracciones particulares > y = {

1
D+a
y=Ae™ | e™f (x)dx + Ae™ | e™ f (x)dxt..... + A e™ ) e ™ f (x)dx.

2. Aplico el operador

f(x) = efa'xjea'xf(x).dx, obtengo la integral particular
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Aplicar el teorema de OPERADORES con el método de FRACCIONES PARCIALES:

Solucion General = Funcion Complementaria + Integral Particular.

1 1
(D = mn) . (D _mn—l)

y = (ce™ +c,e™ +..+ce™*) +

f(x)

d’y .dy ; 2 _
o —6&+8y=e En formato operador > (D°-6D +8)y =e

Proceso
(D*-6D+8)y=e">m -6m+8=0
S —b++b? —4ac _ —(-6)+./(36)—4.1.8 612
' 2a 2.1 2
m; =4, m2=2

Para las raices: m; =4, my=2

Resolver:

4x 2X
(ce™  +c,e™  +...+c,e™*) =Cie "+ Cre

Para las raices: m; =4, m, =2 laintegral particular es:

1 A B
De donde: = +
(D-2)D-4) [D—Z D—J

Multiplicando ambos miembros por: (D-2)(D-4)

1= A(D-4)+B(D-2)=AD - 4A + BD - 2B = (A+B)D - (4A + 2B)
Si: (A+B)D=0-> (A+B)=0,luego: A=-B y D=0

Asi: 1 = (A+B)D — (4A + 2B) = (-B+B)0-(4(-B)+2B) = -(4(-
B)+2B) = -(-4B+2B) = -(-2B)

1=2B, de donde: B = % : Por tanto: A = -

N |-

A
Reemplazo A y B en: Uy :[ﬁ+%}ex =

{—1/2 1/2 } ‘ [—1/2} . [1/2 } .
——t+t— ' =|—=1 + e
D-2 D-4 D-2 D-4

Ug = —%e“je‘zxexdx +%e4xje‘4xexdx

12x—x14x—3x 1x1x 1x
= —ee——eTe =—e"—=e" = =¢
2 6 2 6 3
ex
foo= 3

1
y = cie™+ ™ + 3¢
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Aplicar el teorema de OPERADORES con el método de FRACCIONES PARCIALES:

Solucion General = Funcion Complementaria + Integral Particular.

1 1
= (ce™ +c,e™ +...+ce™) + : f(x
y (1 2 n ) (D—mn) (D—mn_l) ()
d’y _dy 2
Resolver: —+3 —54y 0 En formato operador > (D°+ 3D +56 )y =0
(D*+3D +56 )y = e > m*+3m +56 = 0
_ -3+ ./9-4(1)(-54) _—3£./225
2 2
=6, m=-9

Para las raices: m; =6, my,=-9

Y=(ce™" +c,e™* +...+c,e™”) —cle +Cze
. 0
©~ (D-(-9) " (D-6)

Para las raices: m; =6, m, =-9, y f(x) = 0 integral particular es:
De las reIaC|ones

l 1 1
u

Lt
« D = f(dx
1
X —a.X
e D+a T=e [ f(x).dx;
1 1

0= (D-(9)) " (D-6)

= = et 0dx =0
U= ooy ® g

y=Y+u®X): y=ce”+ce™
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3

2
Ejemplo 3: Por el método de operadores, resolver la ecuacion 5 Z( —33>2/+ 4y =0
y X

Aplicamos el teorema general de los operadores:

Solucién General = Funcion Complementaria + Integral Particular.
1 1 1

(D_ mn) . (D - mn—l) (D _ml)

f(x)

y = (ce™* +c,e™* +...+c,e™*) +

Para ello, desarrollamos el siguiente proceso:
3

1. Escribimos 3 X—3j y +4y =0 =0 en formato operador: (m®—-3m? +4)y =0
y x?

2. Calculamos las n raices m;, m,.. , m, de la ecuacion auxiliar:

n n-1 —
m"+am" " +...+a,,m+a, =0

o Factoreando la ecuacion de 3° gradom®-3m?+4=0 queda: (m+1)(m-2)°>=0;
luego las raicesseran m, =-1; m,=2; m, =2

3. Calculamos la Funcion Complementaria Y=(c,e™” +c,e™* +...+c,e™”), con las
raices: m,, m,,

a Siim =-1;m,=2; m, =2, lafuncion complementaria es

y =e™*(c, +C,Xx+Cyx?) = e™¥c, +c,xe™* + ¢ x%e™* = e*c, +c,xe P* + ¢ x%e
y =ce ™ +(c, +c,x)e**
. 1 1 1
4. La Integral Particular: u(x) = : f(x); con: m;, m,,

(D_mn) (D_mn—l) (D_ml)
Param, =-1; m,=2; my,=2 ysi: Parala funcion f(x) =0,

u(x) = 1 1
(D-1) (D+2) (D+2)

5. De las relaciones:
0 lf(x):jf(x)dx
1 1

f(x)=e je”f(x)dx u(x)— 3 - oo )f(x)

a
D+a

Para f(x) = 0, resulta: u(x)= 0

6. Solucién General serd y=Y +u(x): y=ce ™ +(c,+c,x)e’”



45‘». 9’ Facultad de Ingenieria MATEMATICA SUPERIOR Y APLICADA
" 3 ECUACIONES DIFERENCIALES Wilo Carpio
i;, 14109122 OPERADORES 13
. _ . . d% dy o

Ejemplo 4: Por el método de operadores, resolver la ecuacion Fra 2 ™ ty=e

X
En formato de operador: (m?—2m + 1) y = 2¢*
Las raices de la ecuacion: m?>—2m+1=0 son: my-1y mp-1
Funcion complementaria: y = c1e” + c,e*

H 1 1 2X X -X faX X 42X X X X AX
Integral particular: u(x)- ———— — = e _e* [e*.(e*.feX e .dx).dx -e*.fe™*.e*e dx - e*.e* -
gral p () CERGE ( )-
er
Solucion general: y =y + u(x) = c,e* + c,e* + e*
d* y -6 dy 7y =¢*
dx

En formato de operador: (m?—6m + 7) y = *
Las raices de la ecuacion: m>—6m+8=0 son:m; =1 y mp=-7
Funcién complementaria: y = c,e* + ¢,
Integral particular: u(x)- L1 o e Je™ (. fe™.e*dx).dx=e"™ fe™e*xdx - e

(D-7) (D-)

X e® x dx;
8X

Integrando por partes: Si u-x serd du-dx y si:dv-e®dx serd: v-

8x
fudv-u.v- fv.du t-8x dt-8.dx d—tzdx e dt €
8 8 8
8x 8x 8x 8x 8x
&% (—)dx—x e e
8 8 8 64
« - e8x 8x
Solucién general: y = c1&”™ + coe™" + X. -
J y=ae vt 8 64

Ejemplo 6: Por el método de operadores, resolver la ecuacion ?j Y _7 gi + 10y = 4¢*
x°

En formato de operador: (m? — 7m + 10) y = 4e*

Las raices de la ecuacion: m*—7m +10=0 m;--2 m,--5
Funcion complementaria: y = cie™ + c,e™, luego la integral particular:

u(x)- (D+5) (Dl o Ao e [e5 (e fe? ™ dx).dx - e [e% (e2.4 e dx).dx
3x dt t dt esx
Seresuelve [e”.dx t-3x dt-3.dx, luego: Ezdx, fe 2 -3 +C
3x 6x 6x X
u(x)-e* 4fe* e 83.dx: e54. & dx_4e5. 66 = 2e9

X

i - - e
Solucion general: y = cie + coe™ + 2 5
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Ejemplo 7: Resolver la ecuacion homogénea o reducida: 2y” —5y’+2y =0
> La ecuacion auxiliares 2m?—5m+2=0 0 (2m—1)(m-2) = 0 de modo que m=1/2,2. Entonces,
la solucion general es  y = ¢;e¥/2+ cpe?

> (2 D3-D?-5D— 2)y =0, su ecuacion auxiliares 2m®—m?—-5m—2 =0 o también

] 1 .
(2m+1)(m+1)(m-2) = 0 sus raices son m= —, -1 2; lasolucion esy = cre ™2+ coe X+ cze®

Ejemplo 8: Resolver ! C0S2X
D3+D?+2D-1

Podemos demostrar que D2 se puede reemplazar formalmente por —22 = —4:

1
COS2X = S2X =

co COS2X =
D3+ D%+2D-1 D(—4)—4+2D—1 2D+5

=——~"" 7 cos2x = —M COS2X = 1(2D —5)cos2x = i(—4sen 2X —5c0s2X)
4(—4) - 25 4 41

Ejemplo 9: Resolver (D3+ D)y = e72XC0S2X

(e—Zx cos 2x) =g ! C0S2X

D%+D (D-2)°+D-2

1 1
—2x p 2% C0S2X

D3-6D%2+13D-10 - —4D +24+13D-10

=g X 1 COS2X = e‘ZXM COS2X
9D +14 81D2%-196

e—2x e—2x
=—————(9D—14)cos2x =
260

81(—4)—196

(9sen2x + 7 cos2x)

Puesto que la solucion complementaria es ¢; + ¢, COSX + ¢c3senX, la solucion general buscada es:

—2X
e
Y = c1+ Cc2COSX+ c3Senx +
260

(9sen2x + 7 cos2x)
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2
Ay _3d 5y 0

Ejemplo 10: Resolver dx?  dx

(D?-3D+2)y=0

Escrito en formato operador m?-m+2=0
—b++/b* - —(-3)£4(-3)-4.1.2 +
Las raices: b+ b 4ac= SOESV ) =3_1= m=2; m,=1
2a 2.1 2
Funcion complementaria Y = (C,e* +¢,e*%)
Integral particular: u(x) = ! . L 0 ux) =0
(D-2) (D-))

Solucién General: Yy =c,e* +¢,e** +0

d? d7y dy oy
Ejemplo 11: Resolver dx? dx
D? -D)y = 2x
En formato operador ( )y m? —m = 2x
Calculo las raices: m*> —m =0 = m(m-1) =0 = m=0; m,=1

Funcion complementaria Y = (c,e° +c,e*) =c, +C,e"

Integral Particular

1 -0x 0x
u(x )_(D 5 o0 0= 5o 1)( e 2.0x)
u(x)—ﬂ(zjdx) >u(x)—( 11).2x.dx..—>u(x)=2eXJ‘e‘Xx.dx
Aplico una sustitucion:
dv=e™ u(x) = x
V=—-" du = dx

Queda: u(X)=—-2x—2+cC

5 =C, +C,e" —2x-2+¢C
Solucién general:
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DETERMINACION DE LA ECUACION AUXILIAR DE RAIZ “n”

Supuesto que todas las raices m; son distintas, hallaremos que y =c,e™” +c,e™* +.....+c,e™

es la solucion general de (D - m)(D-m,)...(D-m,)y=0.

dny n—1y dy
1. Si la ecuacion +a, ——+..+a,, —+4a,y=0 la escribimos como operadores,
dx" ax"* dx
obtendremos (D” +a,D"" +a,D"% +............ +an_1D+an) y=0

Factorizando el operador diferencial (D“ +a,D"* +a,D"? +...+aHD+an) y = 0,
podemos expresarlacomo (D-m;)(D-m,)..(D-m )y=0

Las n ecuaciones lineales homogéneas de 1° orden: (D - m,)y=0; (D - m,) y=0;...

(D - m,) y =0 tienen por solucion a y, =e™*;y, =e™”* ..y, =e™”, obtenidas cada una del

simbolo (D-m)y= dy
dx

-m.y;

d n y d nfly dy
Obtenemos las mismas soluciones que para " +a, o +..+a,, &4‘ a,y =0, pero por

un método distinto.

4. Si algunas de las raices m, resultasen iguales, el nimero de constantes arbitrarias c, de

Ejemplo 12: Supongamos que la ecuacion -

y=ce™ +c,e™* +....+c,e™” seria menor que ny la solucion dada, no seria la solucion
general.

2. dy
e +a1&+a2y:0

1. Si su ecuacion auxiliar tiene una raiz doble, por ejemplo m, =m, =m, esta ecuacion
podemos escribirla como (D—m).(D-m)y=0

2. Sihacemos (D-—m)y =v, laecuacion (D—m).(D-m)y=0 quedara como (D—m)v=0
y su solucion sera v =c.e™.

3. Reemplazov=ce™ en(D-m)y=v > (D-m)y=ce™ que es ecuacion lineal,

cuya solucion es: (D” +a,D"" +a,D"? +............ +aHD+an) y = 0; asi logramos
y =e""(c,+¢,X)

4. Por analogia establecemos que si la ecuacion auxiliar tiene una raiz “m” cuyo orden de

(Y%

multiplicidad  sea r la  solucidbn  correspondiente a esa raiz  sera:
y=e"*(c, +C,X+...+C,X"")
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2
Ejemplo 14: Resolver % - 7d_y +10y = 4e”

X dx
m?-7m+10=0
m =5
m, =2

Funcion complementaria: Y (x) =c,e> +c,e*
1 1
Integral particular: u(x) = —————4e”*
gralp W=5>p¢

u(x):ezxje (ije o X4dx)dx

-Método de Iteracion:  u(x) = 4e2x.[e’2X e e’ Z dx

X

u(x) =e”e > =e

-Fracciones parciales:  u(x) =

1 A B
(D-2YD-5) D-2 D-5
1= A(D-5)+B(D-2)

1= AD -5A+BD -2B
1=(A+B)D+(-5A—2B)
A+B=0

_5A-2B=1

A=-1/3

B=1/3
O N NP U
3D-2 3D 5

u(x):——ezxje’2X de+ e _[e “XeXdx

—X —4x

U(X) _4 2X e_l ge5xe__4

X 1X X
ux=—e -—e"=¢
(x) 3¢ 73

Solucion General: y(x) =c.e™ +c,e™ +e*
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2
Ejemplo 15: Resolver d 3—8%+7y = 2e”
X X

m?-8m+7=0

m, =7

m, =1

Funcion complementaria: Y (x) =c,e”™ +c,e*
1 .

1
Integral particular: u(x) = ———2¢
gralp ) D-7D-1

-Método de Iteracion:
u(x) = e”je‘”(exje‘XZede)dx
u(x) = Ze”_[e‘”exxdx

u(x) = 2e7x_|'e*6xxdx

U= x;du =dx
—6x

B e
dv =edx;v =

u(x) =2e” [—1/6xe’6X +1/6Ie’6xde
u(x) = 2¢7™[-1/6xe** —1/36e |
u(x) =—-1/3xe* —1/18e*

-Método de Fracciones parciales:

-u(x):iZeX+ B 2e”
D-1 D-7

1 A B
(D-1\D-7) D-1 D-7
1=A(D-7)+B(D-1)
1=AD-7A+BD-B
1=(A+B)D+(-7A-B)
A+B=0

~7A-B=1

A=-1/6

B=1/6
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u(x)_—ELZX 1.1 ZeX
6D-1 6 D
u(x)=——exje’xexdx+ e“je’7X “d
—6x
u(x)_——e x+1e7Xe
3 —
1 x 1
u(x)=—=xe* ——e
) 3 18
P4 7x X 1 X 1 X
Solucion General: Y(x)=ce” +c,e* —=xe* ——e
3 18
2
Ejemplo 16: Resolver d’y Sd—y+6y e*

dx®  dx
Escribiendo simbélicamente: ( D*- 5D + 6 )y = e® Factoreando (D-3)(D-2)y =e*

a) Por el método de iteracién
1 4x _— 1 1 e4x

(D-3)(D-2)° _ (D-3) (D-2)

1. Laintegral particular sera: y=

2. Como: _* f(x) =e™[e™ fdx; ycomo:f(x) = e**
D+a

Sera: e = e (X[ el2X e%dx = %[ e dx

(D-2)

e2* [e dx

Por tanto reemplazando e?* | e dx, en el paso 1, queda: y = D_3)

O sea que: f(x) = e** [e?* dx

. . 1 ;
3. Activando el segundo operador volvemos a aplicar: y = 5 ) =e™[e™ fy dx
+

1 1
= fog= —— fg=e X[ 2 e dx )dx =e>*[(e™ Je? dx ) dx
Y b W o3 I Je™ dx) Je™ [e* dx)
3 3 3x e3x e4x
y= e e* & )dx:exf( )dx— [e¥dx = > e = >
b) Por el método de fracciones parciales:
: 1 _
1. Como: y= : f 0=
D"+a, D" +......... +a,,D+a,
A + A +...+—An f
(D-m) (D-m,) (D—-m,)
y: 1 1 e4x - 1 e4x+ 1 e4x
(D-3) (b-2) (D-3) (D-2)
= 1 . 1 __A LA

e donde: =
(D-3).(D-2) (D-3).(b-2) (D-3) (b-2
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2. Del operador .y = LN y= es'xfe’3'xe4'xdx —ez'xje’z'xe4'xdx..yP e
D-3 D-2 2
Aplico: 1 f(x) =e™[e™ fdx
D+a
a 1 e4x — e-(-3)x I e-Sx e4x dx = e3x J‘ ex dx = e3x ex - e4x
D+(-3
a 1 4x _ e-(-2)x J‘ e o™ dx = eZXJ'GZX dx = e¥XeX =X e _ e
(D-2) 2 2

(D*-5D+6) es m?-5m+6=0, luego resolviendo esta ecuacion de segundo grado, sus

] . +1 ’ . . .
raices seran > =m, =2,m, =3 asi la funcion complementaria sera ce® + ey

4.x

3.x 2.X
5 y+ ce’” +c,e

por lo tanto la solucién general serd y =

d’y  dy 2 2 2
i —4—=+3=¢" D -4D+3)y =e*
Ejemplo 17: Resolver dx? dx To=e Formato operador ( )Y

m? —4m+3=e*

—b++/b* - -(-4)+y(-4)-4.13 +
Las raices: b+ 2b 4ac = 4 2(1 ) = 4x2 = Raicessm, =3 ; m, =1
a .

= (c,e* +c,e*)

Funcion complementaria:

Integral Particular: u(X) = W]_-(D_]_)'ezx u(x) _3) ( J.e—x 2x )

u(x) = (D 3) ( Iex.dX) u(x) = (D 3 ( ) u(x) = ( SXJ'efsx 02 g )_)

u(x) = _(e3XJ.e_X.dX) u(x) = e —e X+ u(x) = _e? L

Fraccion Parcial: u(x)=;.f(x) =( A + A }f(x) :#.ezx + L e
(D-3).(D-1 (D-3) (D+) (D-3) (D-1
u(x)=¢’ J- e ePdx—e J-e “e¥dx u(x) = e3xje “dx —e Ie dx > u(x)=e*.—e*—e*+c

u(x) =—-e* +c

Solucion general: y=ce* +c,e” —e” +c
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2
A7y ¥ .59

Ejemplo 18: Resolver  ¢x? dx

(D> -6D+5)y =0

Formato operador m? —6m+5=0
—b+/b* - —(-6)x,(-6)-4.15 6+
Calculo las raices: b ; 4ac _ 6) 2(1 ) = 654 = raices> M =5 m,=1
a .

Funcion complementaria: y = C,e* +C,e

1

Método de iteracion: uU(X)=——0
(D-5).(D-1)

u(x) = ! .(eXJ‘e‘X .O.dx)

(D-5)
u(x)=0
Meétodo de Fraccion Parcial: U(X) = ;.f(x) - A + A fo
(D-5).(D-1) (D-5 (D+)
- 0+ 1 0
(b-5 (D-1

u(x)=0

Solucion General y =C,e* +c,e>

2

Ejemplo 19: Resolver d 3/ +3ﬂ -54y =0
dx dx
m?+m-54=0 cuyasraicesson: m, =6y m, =-9

Funcion complementaria: Y =c.e® +c,e™
Integral particular:
- método de iteracion.
1
u(x)=——-—-0=0
) (D-6)YD+9)

-método de fracciones parciales.

u(x)= L o=| -2 . B o

(D-6)YD+9) D-6 D+9

Solucion general:  y=c,.e®™ +c,e”™
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d_3y d® 2 dy e’
dx* dx* dx
m®-m?-2m=0 > m(m2 —m—2):0 Raicess m, =0;m,=-1; m,=2
Funcién complementaria:Y =c, +c,e™ +c,e*
Integral particular:

Ejemplo 20: Resolver

1
(D-2) D+1)D

X):ezxje_lee_xfexu “axixpx u(x) :ezxfe‘”[e‘x,fex(—e‘x)dX}ix
u(x)=e> [e e (- x)ix > u(x)=e[e™(-xpx > U(x)=ez{§esx+e_sx}

9

—X

o Método de iteracion: u(x)=

, . . 1 A B C
o Método de fracciones parciales: u(x)= ©_2/0+1D e = S5 51D e
-2)D+ - +

1=A(D+1)D+B(D-2)D+C(D-1)D+2)1= AD*+ AD + BD? —2BD +CD? -CD-C
1=(A+B+C)D>+(A —2B-C)D-2C

-2C=1 A=1/6

A+B+C=0 B=1/3

A-2B-C=0 C=-1/2

e 3 e[ K L

_(D—Z)(D+1)De “|p-2"D+1

u(x)= %ezxje‘zxe‘xdx +%e‘xfexe‘xdx —%je‘xdx

-3x
u(X)=%e2X(—eTj+%exx+%ex 2 U(X):gex+§exx

3 2
Ejemplo 21: Resolver d_g/_?)d 2/
X dx

m®-3m*+4=0 donde m =-1; m,=2;m, =2
Funcién complementaria: Y =ce ™ +c,e”* +c,e*

+4y =0

Y =ce™ +(c, +c, ™
Integral particular:

. . 1
- Método de iteracion:  u(x)= 0=0
(D+1(D-2)D-2)

- Método de Fraccion parciales u(x) = I 1 20 2)O Z[DA ot DB > DC 2}0 =0
+1(D-2)D - + - -

Si la funcion f(x) fuese distinta de 0 tampoco podria aplicar el método de fracciones parciales
porgue hay 2 raices iguales.
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2

d’y y 2x
Ejemplo 22: Resolver — —2—+Yy =¢
18mp Ve a4y dx y

m’-2m+1=0 > (m-DH(m-)=0 > m=1 m,=1
Funcién complementaria: Y =C,e* +C,e”

1 1 o 2x
(D-1) (D-1)

Método de Iteracion: €' [e" " [e”e™axfix > e* [e[ee* Jix = e*[e*dx = e

Fraccion Particular: u(x) =

A B 1
-Método de fracciones parciales: “(*) :{(D_l) * (D—l)} ~(D-1)(D-1)

AD-1)+B(D-1)=1
AD-A+BD-B=1
D(A+B)-(A+B)=1
A+B=0

A=-B

-B+B=1
No se puede resolver por el método de fracciones parciales por ser las Raices iguales

Solucién general: Y =C,e* +C,e*

1 2(e4x)

Ejemplo 23:
Jemp D

e =y . Por definicion tenemos que, (D—-2)y = ¢** 0 %— 2y = ¥
X

e Método 1: Sea Dl

Resolvemos esta como ecuacion lineal de primer orden, con el factor de integracion =2,

1
4x _ — L 4X
D_2° ~2°

; 1 ., . ,
asi obtenemos y = Ee4x +ce?* . Lasolucion particular sera,

e Método 2:

1
X = erje—Zx e¥Xdx = eZXIeZX dx = Ee4><
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PROPIEDADES DE LOS OPERADORES

1. Probar la ley conmutativa de la multiplicacion en operadores
= Se cumple si tienen coeficientes constantes.

= No se cumplen si no tienen coeficientes constantes.

+3D+ 2) = D2 4+ 3D + 2% = 164 + 12 + 2% = 30

(07
(D?+3D+2)-e* = (D+2)-(D+1)-* = (D+1):(D+2) e
(D+2):(D+1)-e*=(D+2)-(De*+e¥) = (D+2)-(4e™+ ) = (D + 2)- (5¢*) = 30e*
(D+1)-(D+2)-e*=(D+1)-(De*™+2e™) = (D+1)- (4e™ + 2e¥) = (D +1)- (66*) = 30e**
2. Demostrar que los operadores xD+1y D—2 no son conmutativos con respecto a la
multiplicacién.
(xD+1)-(D-2)-y =(xD+1)-(y' —2y) = xD(y' — 2y) +(y' — 2y) = xy" —2xy' +y' — 2y
(D-2)-(xD+1)-y=(D-2)-(xy" +y) =D(xy’' +y)— 2(xy’ +y) = xy" — 2xy' + 2y’ — 2y
Entonces (XD +1)(D—2)y = (D—-2)-(xD+1)y y queda demostrado el resultado buscado.
3. Demostrar que D,D?,D3,..., son operadores lineales.

D(Au+Bv)=di(Au+Bv) A% B?zADu+BDv
X X X

Si D es operador lineal, podemos demostrar que D?,D?2,..., son operadores lineales.

4. Demostrar que &(D) = ao(x) D"+ a1(X)D"1+.. +an(x) es un operador lineal.
(D)[Au+Bv] = (ao D"+a D" ..+ an)[Au +BV] = agD"[ Au+ BV]+.. +an[ Au+ Bv]

= (Aao D"u+Bag D”v)+. .+(Aapu+Bapv) = A(ao D”+...+an)u + B(ao D”+...+an)V
AZ(D)u+Bg(D)v Y portanto, &(D) es un operador lineal.

5. Demostrar que, si Yi-¥2:--¥n  son soluciones de la ecuacion @(D)y:O entonces

C1Y1+ C2Y2F-+Cn¥Yn es también una solucion; si C1'C2:-++:Cn son constantes arbitrarias.
Tenemos que @(D)y, =0, &(D)y,=0....,8(D)y,=0
Por el problema anterior:

D)[c1y1+ C2Yp+-+en yn] =1 (D)y; +c2D(D)y,+.. +cn D)y, =0

Y, por tanto, c1y;+ c2Y,+...+cnY, €S unasolucion.
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APLICACION: AMORTIGUAMIENTO VISCOSO

k{54x)

Mg

Calcular la posicion del extremo de un resorte en forma de hélice para
cada instante t; el resorte estd colocado en medio resistente donde la
fuerza amortiguadora es proporcional a la velocidad. Esta clase de
amortiguamiento es el amortiguamiento viscoso.

El medio resistente se opone al desplazamiento, la fuerza amortiguadora r

j_’t‘ actia en sentido opuesto al del desplazamiento de una masa M,

aplicada al extremo del resorte que produce una elongacion s que, de
acuerdo a la ley de Hooke, es proporcional a la fuerza aplicada: F =k s.

Donde:

F = M g segun la segunda ley del movimiento y k representa la dureza del
resorte. Asi: M g=ks.

Si en un instante posterior t se aplica una fuerza adicional se produce un alargamiento y después de esa
fuerza adicional se suprime el resorte retrocederd, oscilando.

Determinar la posicion del extremo del resorte en cada instante subsiguiente t.

Las fuerzas que actuan sobre la masa M son la fuerza de la gravedad Mg que obra hacia abajo, sentido que se
toma como positivo al considerar el desplazamiento x, la tension T del resorte que actla en sentido opuesto y

dx

puesto que el medio resistente se opone al desplazamiento, la fuerza amortiguadora r T actlia en sentido

opuesto al del desplazamiento de la masa M.

Segun la segunda ley del movimiento de Newton:

2
MIX _mgoT_rdX
de? dt

Como T es la tension del resorte cuando la elongacion es s + X, la ley de Hooke establece:

T = K(s+x), es decir:

d?x dx .K=constante del resorte

M= =Mg-k(x+s)-r—
dt

dt .X =desplazamiento de la masa

.5 = elongacion

d?x

Como: Mg=ks > a—5+b - +ex=0

dt?

Donde:

a, b, ¢ son constantes cuyos valores son: a =1; b=2 ;c=5
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d’x d’x . dx
a——+th—+X =0 > a——+b—=-cx > f(x)=—cx
dt® ot dt? dt &)
m2+b-m)-y = 2,2.m).y-
e En formato operador: (a moeb m) y=0 > (m 2 mj =0
e Lasraices de la ecuacion auxiliar son: m, =1 m, =2

o Funcién Complementaria: y =c, -e™* +c, -e™* +...+c, -e™ > y=c, -e*+c, -
e Integral Particular:

1 1
u(x)= : f(x 1 1
W Bm) ©omy) 2y
De las relaciones: u(x) = %f(x) = [f(x)dx
1 -ax ax
U(X)_(D+a). f(x)=¢e _[e f(x
Calculamos:

2X
u(x)=e2x-e7-(5x—%j+ex~e (5x=1)> u(x)=e”"- [e*" - ~5x-dx+e" - [ -5x-dx

u(x)z—%x—%+5 x-1 > u(x)zlo);_s

. 10X-5
+—

X
Solucion General: Y =y+u(x) > Y =C,-€ +C,-€ 4
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APLICACION: MOVIMIENTO NO AMORTIGUADO

Supongase que un peso de 4 libras estira un muelle, desde su posicion natural, en 8 pulgadas. Si se
estira el muelle hacia abajo otras 6 pulgadas y se suelta con una velocidad inicial hacia arribe de 8
pies por segundo, hallar la formula para la posicion del peso en funcion del tiempo ty la posicion y
para un tiempo de 3 segundos.

Datos: L: longitud natural
Y: desplazamiento
1: fougitnd notvral Peso (W)= 4 libras
Posicién natural = 8 pulgadas
Se estira = 6 pulgadas
— Velocidad inicial = 8 pies/segundo

Tiempo = 3 segundos

G = 32 pies/segundo2
El movimiento de una masa oscilante es llamado movimiento armonico simple.
El movimiento de un oscilador armonico simple esta dada por Ecuacion:
2
u+£x 0
dt2
Recordemos que un sistema cualquiera de masa m sobre el cual obre una fuerza F=- k.x, se
regird por esta ecuacion, conocida como la Ley de Hooke.

En nuestro caso estamos igualando la relacién de Hooke, con el peso de la masa:

v=desplazainieitto

F =—k.x
W =—kx =2 4lb =—k.8pulg
4lb =k9k=0,5 b 12pu|g9 K= 6£
8pulg pulg 6pie pie

Ademas w viene dado por w =mg, Se sigue que m:% -> m=4/32 =1/8.

Por lo tanto la ecuacién diferencial resultante para el movimiento no amortiguado es

2 2 2
_d X+£x:0 e_d X+ix:0 9 —d X+48x:09y"+48x=0
g2 m G2 1/8 a2
. 2 2
Reescribiendo 92X __X, > dx_k, 4
2 m g2 m

La posicion del moévil que describe un M.A.S. en funcién del tiempo es:  x=A-sen(wt+¢)
Derivando con respecto al tiempo, obtenemos la velocidad del mévil

dx
=— = Agrcos(@i+
v 7 cos( &

Derivando de nuevo respecto del tiempo, obtenemos la aceleracion del movil

c :%: —Agtsen(@t+ @) = —a'x
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2
d—i +afx =0

Este resultado se suele expresar en forma de ecuacion diferencial: %

Que es la ecuacion d MAS donde x puede ser cualquier magnitud: un desplazamiento lineal, un
desplazamiento angular, la carga de un condensador, una temperatura, etc.

Puede comprobarse que la solucién de esta ecuacion diferencial es:  x=A sen(w t+¢)
Condiciones iniciales: Para la posicion inicial xo y la velocidad inicial v en el instante t=0.

xo=A-sen¢>
Vo=AwCOSp

se determinan la amplitud A y la fase inicial ¢

Xyt
A=z + tan = 21—



