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El rol trascendente de las transformadas de Laplace es simplificar las soluciones de ecuaciones diferenciales, en sus
multiples aplicaciones en el campo de la electricidad, la mecénica, la dindmica y en general dentro de la fisica e ingenieria.

TRANSFORMADA DE LAS INTEGRALES: "
Se define la funcion transformada F(S) como una F(s) - j K(s.x) f(x) dx
integral de la funcién original f() multiplicada por °

alguna funcion arbitraria de las variables X y S
denominada Nucleo de la transformacion:

TRANSFORMADA DE LAPLACE L {fy} S
de la funcion f(t), para todo t > 0, es un tipo L {f (t)} = I—{f (t)} = |:(S) :J € f(t) dt
de transformada de integrales definida como: 0

. . [ st
Donde, S: Parametro real y si la integral: _[ e”® fr dt, es:
0

» Convergente: La integral y la transformada L {f(t)} existen, en un “Rango de
Convergencia o de Existencia” Sy y S.

> Divergente: No existen ni integral ni la transformada L {f(t)}.

CONDICIONES PARA LA EXISTENCIA DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE
Para que exista L {f} = Je fy dt es necesario que la funcion f) cumpla con los requisitos:

1. CONTINUIDAD A TROZOS: La funcién f) en un intervalo es casi continua a trozos, si:

—h o

t) e El intervalo puede dividirse en un numero finito de sub
O\ intervalos, en cada una de las cuales f(y es continua.

e Los limites de f(y son finitos cuando t se aproxima a los
extremos de cada intervalo.

»
»

T

2. ORDEN EXPONENCIAL
Si existen dos constantes reales M (Coeficiente de transformacion) y 7y (Variable de ajuste), tal que
M > 0, paratodo t > N, resulta:
e f(t) |<M, 6 |f(t)|<Me™

La funcion f(t) debe ser de orden exponencial y, cuando t —o0

Ejemplo: ) = t* es de orden exponencial 3 pues, | t°| = t* <e*', paratodo t>0
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3. TEOREMA:

Si fy es una funcién continua a trozos en todo intervalo finito para 0 <t <T ysi
ademas tal funcion es de orden exponencial para t < T, entonces existe la transformada de la

Laplace L {f(t)}de la funcion fy para valores s>y

Demostracion:
e Separando el intervalo de integracion de: L {fo} = le™ fy dt,

en el segundo miembro las expresiones parciales de las integrales: L {fo)=le™ fydt + [e>fydt

o Enlaintegral: Je™ fy dt, como f, es continua a trozos para0 <t < T, también lo serd e fy, de manera que
esta primera integral ﬁe'St fy dt existe.

e Para demostrar que la segunda integral Je™ fiy dt también existe, recurrimos a la segunda condicion para la
existencia de la transformada, que dice que | fy | < Me™

o A e fy dt] la escribimos como fe'Stlf(t)ldt, y reemplazamos: | fy | < Me™

T M
e Asiobtenemos [e™ M e d(t), que al resolver nos daré: .[e ¢=2) §(t) = T
) _
e Si  s>a demuestra el resultado buscado

PROPIEDADES DE LAS TRANSFORMADAS
1. PROPIEDAD DE LINEALIDAD

1.1.- LINEALIDAD DEL OPERADOR L : Sean dos constantes c; y C, y dos funciones

cualesquiera fiy y fyu; el operador L de la transformada de Laplace es un OPERADOR
LINEAL si cumple con la condicion:

L {c fiy + Cofyn} = & L { fig} + C L { fory }
Ejemplo:

L {4t2—3Cos 2t + 5 e* }= 4L{ t2} — 3L{Cos 26} +5L{ &' }= 4{ % 1o 3{
Demostracion:

e Reemplazo fy ={c;fi (t) + c.f. ()} en L {f(t)}=fe'St fy dt

o Obtengo L {fy =le™fydt =fe™ {cifi(t) + cof, (D)}t

o Opero corchetes L {fo} = cale™ fL () dt + cofe™ f, (1) dt

e Aplicoladefinicion L {fg}=lef(t)dt>L {fot=cibL {fit+c b {f)

S yasp -ty

s’ +4 s+1

1.2.- LINEALIDAD DEL OPERADOR L ' Sean dos constantes c; y Cy dos funciones
cualesquiera f, (t) y f,(t); el operador L™ de la transformada inversa de Laplace es un operador
lineal si cumple con la condicion:

L YfciF1 (s) + coF5 (5) } = cify (S) + Cofz (S)

Demostracion:

> Por definicisn: L L eFy (S) + CoF2 (5) 3 = cofy (5) + Cof, (5)

> Opero el primer miembro: L {c,F () +oF9)3=c. L YF@) e L YR )}
> Ycomo L {F(s)}=f(s) tambiénseré: LY{F1(8)}=F. () y LYF ()} =1, (5)

» Finalmente: L eiFL (S) + CoF5 (S) } = ¢4fy (S) + Cof, ()
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2. PROPIEDAD DE TRASLACION
2.1.- Primera propiedad de traslacion: L{ e* f(t) } =F(s-a)
e Multiplicando ambos miembros de L{f(t)} =Je™ f(t) dt por: e®, tendremos:

o L{e" f()} =l [e™f®)]dt = Te*@*ﬁ)t fi(t) dt = F(s - )

s+1 s+1
(s+1)*+4 s®+2s+5

Ejemplo: Para: L|Cos 2t | = sera: L|e* Cos2t|=

s?+4’

2.2.- Segunda propiedad de traslacion: L| gl =e™ F(s)
Si: LIf(t)|=F(s) y g(t)=(f(t-a) para t>a 06, g(t)=0
para t< a, obtenemos el Segundo teorema de traslacion: L|g(t)| = e® F(s)

-2s
! T4
Ejemplo:  L{t*}= 3—4 = % luego la transformada de g(t) = 6 ¢
S S

Aplicando el mismo criterio para la transformada inversa de Laplace tendremos:
o Si LY Fp} =fpy como: L{e"fy} =F(s-a)
o Sera LY{F(s-a)}=e"fy

3. PROPIEDAD DE CAMBIO DE ESCALA
Si L| fo] = F(s) entonces: L| fizy| = é F(g)

5 ,IuegoLlSen3t|:l LS
s°+1 3 ,s

Ejemplo: L|Sent| = 7. g
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METODOS DE CALCULOdela L
A. DIRECTO: Aplicando la definicion: L {fy} = L{fy} = Fg= le™ fp dt

Ejemplos: Determinar la L para la funcién:
1.- f(t) = "
o Reemplazadoen L{fy}= Je" fydt elvalorde fy=e"

—(s-a)t

o 1
. L{e‘“}:Ie'Ste“tdt:j.e‘(s“"‘)t d == |0 =— para s-a>0:.s>a
0

S—a S—a

2.- f(t) = Senwt
o Reemplazadoen L{fp}= le* fyydt elvalorde fg= Senwt
—s(senwt) e —e 'w.coswt | _w
s?+w? .

e L{Senwt}= Je*" Senwt dt:{ = o

3.- f(t) = ei"""t
o Reemplazadoen L{fy}= [e* fyydt elvalorde  fg=e™
) —(s—iw)t
© 1

L ei.W.t — [ast ei.W.t dt = e—(s—iw)t dt = & - -
* { } .[e '([ S—1IwW |0 S—Iw

4-fpy= {3 parad<t<3

o Reemplazadoen L{fp}= Je*fyydt elvalorde fu= {S para0<t<3
5|2 51-e™®)
=S Jo S

o L{fy= {g}: Te‘“(S)dHTe‘“(O)dt = 5ie‘5tdt:
0 3 0

5.- f(t) = Ae™
o Reemplazadoen L{fy}= [e*fndt elvalorde fip= Ae™

o L{Ae™}= e Ae™ dt=A [e ) dt
0

du__ g L{Ae™}= A

e Por sustitucion: u=—(a+s)t; du=-—(a+s).dt;
—(a+s) S+a

6.- Ty = Sen2t + Cos2t
o Reemplazadoen L{fp}= Je*' fydt elvalorde fy= Sen2t+ Cos2t
Reemplazando en L{f(t)}z.[ e fdt el valor de f(t) = senawt

L{sen.2.t+c052.t}=_[ e’“sen2.tdt+j e cos2.tdt

| —s(sen2t)e™ —e ™ 2cos2t o s(cos2t)e™ —e~t2sen2t |
s? 427 s?+2°
2 S 2+s 2+s 1

0

T2 s2422 g4 “(s+2)(s-2) s-2
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o L {ft)}=F(s) o L {f(t)}=F()
1 1 1 .t Sen at 2.a.8
- s>0 8 YY)
S (S°+a“)
2 il n! Cosh at w
Para:n=1,2, 3, g+t 520 9 g2 _w? =0
3 Cos wt S 10 Senh at S
SZ_WZ S>0 SZ_aZ S>|a|
4 Sen wt w $>0 11| Senat—at Cos at 2as
SZ—W2 (82+a2)2
5 e 'Sen at a 12 e ' Cos at S+k
(S+k)*+a (S+k)*>+a’
6 e™ 1 13 1 o _ga
s—a vs+a++s+b 2(b—a)\/F
Ejemplos:
1) ft =2 84t

Tabla de transformadas de Laplace

et - f=2¢" L{fo} = 2{

S—a

1 } 2
s—4] (s-4)

2) f(t) =3e”
Tabla de transformadas de Laplace

e 1 fo=3e™ _ { 1 } 3
{f(t)} s+2] (s+2)

S—a

3) f(t) =3 Cos 5t
Tabla de transformadas de Laplace
wt
Cos s>0  fo=3Cosst g S
S? —w? (s* +25)

4) f(t) =10 Sen 6t

Tabla de transformadas de Laplace

Sen wt 10 Sen 6t 60

sty 370 Hlok= 7iag)
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) f(t)=2t2—e_t:>L[f(t)]=2L2|} 1 (4+4s-5%)

| s+l si(s+))

2 S 12-5s
6) f(t)=6sen2t-5cos2t= L|f(t)[=6 -5 =
) T(0) = L[] [32_4} LZ_J < 4
(3s-20) 6s
7) f(t)=3cosh5t—4senh5t = L|f(t)|=——= 8) f(t)=tsendt=L|f(t)|=——
) £ t0)= %5 O 10 [t0)= g
9) f(t)=(5e* -1)% = 25" —10e* +1= L[f(t)]= 225 _ w1
s°—4 s-2 s
2
10) f(t)=" cos2t+t _ (tcosiul)'t:tcosm 1
L[f(t)]= L[tcos 2t +1] = L[t cos 2t] + L[1] > LJ[f(t)]= 82—_4+1
(s*+4)* s
11) f(t)=cos’ 4t +t
1+cos8t 1 1 11 1 s 1
L[f(t)]= L[ cos® 4t+t]= L +L[t]= S LA[+>L|cos8t|+ L[t]==.=+= +=
[0)= LI 1= R = Lol L) = 4 2e g e

C. POR SERIES:

Si F(t) tiene el desarrollo de la serie: F(t)=a,+at+at’+..= Zant” ,su L puede
n=0
calcularse por la suma de la transformada de Laplace de cada sumando de la serie.
n!

Ejemplo: Para la funcion t" de acuerdo a la tabla, su transformada es:

n+l
e Reemplazando en la serie anterior: fy) = a; +at+at?+. .= > at"
n=0

nla,

n+1

! ! ! =
o Resulta: L {fy}= L{f}= 0"Sa° +l;} + 2-5-332 .=y S
n=0

D. POR ECUACIONES DIFERENCIALES:
Se determina la ecuacion diferencial que sea satisfecha por f).

Ejemplo: Si: Y () = Sen (t) v

Derivo dos veces: 4t.Y”’+2Y’+Y=0
La L, haciendo: y=L]| Y;
, d
Sera: -4 o {’y-sY@ - Yt +{sy-Y}+y=0,

Luego: 4s%y’ + (6s-1)y =0

-1/4s
e
s3/2

Resolviendo: y =
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TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE: L™
La funcién matematica f() de la transformada de Laplace: L{ f;) } = F(s) es definida como la
transformada inversa de Laplace de F (), representada como: L™{F} = f(s)

Ejemplos: Determinar la L'l{F(t)} para:

Tabla de transformadas de Laplace

n! 2 (2 L2
Para: nt_ 1,23, s>0  F(s)= & L 1{8—3}(0: L 1{—3}(0: t’

S on+l S

Tabla de transformadas de Laplace

Funcion | Transformada Para funcion | Transformada

4 Senwt w s>0 F(s)= 3 Ll{ ig}(t):rl{ 3 }(t) = sen3t

2 32

s? s? +

S2 —w? s?+9

s’ -25+5 s?—2s+5

L* {(s—sl)%}(t) = e' cos2t

4)F(s):5—26s+23 9L‘1{5—265+23 }
S—6 Ss°+9 2s°+8s+10 S—6 s +9 2s°+8s+10

Por propiedad de linealidad:
+§ L_l{;
2 s +4s+5
3,4

3) F(s)= _s-1 Ll{s—_l}(t), completando cuadrado del denominador queda:

= 5" i}—erl{ ° }
S—6 s“+9
=57 i}—GLl{ 23 }+ L ;2 = 5e6t—6c053t+§e’2tsint
s—6 s?+9) 2 |(s+2)+1? 2
5) Fls)=—> LY
(s 2)* (s+2)

|
Como (s+2)*, trabajo con la formula: L‘l{(SnT}(t) e®t", donde: a=-2yn=3

! 6 _ A—2t43 -1 o = Y243
Luego: L {(S+2)4}(t)_e t° L {( T2 }()- {( 12)° }(t) t
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3s+ 2
s? +2s+10

L‘l{&} = L‘l{ﬁ} La forma de F(s) sugiere usar las formulas:

6) F(s)=

s? +2s+10 (s+1)? +3°
Ll{(s_sa)%}(t) =e* cosbt ; Ll{(s_a)%}(t) =e" sinbt a=-1lyb=3

3s+2 s+1 3

> = — + —— Ay B constantes a determinar.
s°+25+10 (s+1D)°+3 (s+D)°+3

Multiplico ambos miembros por: s> +2s+10 = 35+ 2 = A(s+1)+3B > 3s + 2 = As+(A+3B)

En esta identidad entre dos polinomios en s. al igualo los coeficientes de los términos:

A=3, A+3B=2 - B=-1/3 Finalmente:
L‘l{z?’S—Jrz} H=3L" % (t)—EL’l % (t) =3e™ cos3t— ~e " sin3t
s +2s+10 (s+1)°+3 3 (s+)°+3 3
S 2.5 2.as
)L st=16 L*{s}=8 Por tabla t.sent=——"+—
JLs) s? +1 ts) s +1 (s® +a?)?

L*{s}=8L{tsent} > L™{s}=L{8tsent}

1 1 1
8) f(s)=—— L*{s}=—— Portabla —— =e® luego: L™{s}=¢"
1) = = — go: L™s}

1 : .1, L
9) Para L{t} = — latransformada inversa serd L 1{5_2} =t

SZ
10) L[f(t)]=5—13:> ft)y=e™ 11) L[f(t)]:S%: f(t):%t"'
1 1 2543 ~
12) L[f()]= i f(t) =§sen3t 13) L[f(t)]= g = f (t) = 2cos3t +sen3t
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4. L de DERIVADAS: L{f’(t)} =S L{f(t)} - f(o)
Suponiendo que para todo intervalo finito 0 < t < T, la funcién continua f(t) es de orden
exponencial, cuya derivadaes f’(t) continua a trozos, entonces: L{f’y} =s L{fp} - f

Ejemplo: Para fiy) = Cos 3t aplico L{f’y} = s L{f)} - o) > L{(n} = s L{Cos 3t} - f(,

Tabla de transformadas de Laplace

3 Cos wt $>0 fy) = Cos 3t
S?-w? +9
s s S s’ s*—s’ —9 -9
L{Pp}=s -foy=s -Cos(0) =s 1= 1= =
ol s2+9 07§79 © s?+9 s +9 s?+9 s?+9
A L Demostracion de L{f’ 1)} = s L{fy} - fio):

f(t)
Si f() es funcién continua a trozos en 0 <t<T, habra
un numero finito de subintervalos

(0 a Tl), (T1 a Tz), . ,( Tn.1 a T)

v

En cada uno ocurre que f’ ;) es continua y sus limites son
0 1 T2 ™ flnltos, cuando t se aproxima a los extremos de cada
intervalo.

Considerando tales subintervalos:
.

T Tl T2
I e fpdt = Ie‘“ Prdt + I e Ppdt +.+ I e fudt; Integrando por partes:
0 0 T1 n

T1

[erpmd = e f [ +s [efdt]+[ef®) [ +s [etfmd] +..+[ef@!

T

T —st
s et () dt]

n

T1 st T
Si f(y) es continua : '[e*St Podt=e fr)-To+s Ie‘“ fiydty como i) es exponencial,
0 0

st st at ~(s-a)T
si T es grande se cumplira: e f(T)| <, eMe | =Me , en el limite: L|m e f(T)

luego, L{P} = [e™ P dt=sfe™ fydt -f(0) =s L{fy} - fo; es lo queriamos
0 0

demostrar
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5. Lde INTEGRALES

t
F
El teorema de integracion especifica que si L{f} = F(s), luego L{I fuy du} _FO
0
. . t F(s)
Ejemplo: Para fy) = Sen 2t para aplicar: L{J‘ fudu} =—, donde Fs) = L{f}
0
Tabla de transformadas de Laplace En este caso:
4 Sen wt w f.o = Sen 2t 2
ST s>0 ()= oen Fe=L{fo}=L{sen2t}= 712
t
F(s) 2
Lif fyduy=—2=_<
{l w du} s s(s® +4)
t
F
Demostracion de: L{I fwydu} :g:
0
t
Sea G = I fydu entoncesserda G’y = fy, G’ =0, Porellosi
0
e L{G(t)} = sL{G(t)-G(0)} otambién:
o L{f(t)} = sL{G(t)} porlotanto
t
1 F(s)
o L{GW} = L fwdu}= -L{fOY = —
0
F(S) | _ |
Luego la transformada inversa de Laplace se cumple que: L™*{ T} = I f(u) du

0
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6. TEOREMA DE CONVOLUCION
Si las funciones en t: fy g son continuas por partes en [0, «], luego un producto especial,
denotado como f *g, se designa como CONVOLUCION definida mediante la integral

t
f*g = L f(r)-g(t—r)dz
La convolucién de dos funciones es conmutativa, es decir: f*g=g* f

Si f) y 91 son funciones continuas por partes en [0, o] y de orden exponencial, entonces:

L{ Ty * 9o} = L{ fo} L{ 9} = Fs) Grs)

Ejemplo: Aplicar el teorema de la convolucion: Para f(t) = et Y Own= Sen t
Aplico el teorema: L{ fry* 9y} = L{ fiy} L{ 9o} = L{ e'yL{Sent}

Tabla de transformadas de Laplace | En este caso:
Fo=L{fn}=L{e}=——
- o= L{fw}=L{e} 1)

Tabla de transformadas de Laplace

4  Senwt w fn=Sent _ _ _ 1
Y s>0 0 G(S)—L{g(t)}—L{Sent}—m

1 1 1

. t = * =
Respuesta: L{e }L{Sent} = -1 (°-1)  (-DE-1)

Demostracion: Si F(S):Ie‘s“ fuydu y G = je‘svg(v) dv
0 0

Fes) Ges) :ﬁesu f(u) du} : ﬁe“g(v) dv} = TTes(“*V) f (u) g(v) du dv =

t=0 u=0 t=0 u=0

5{j f(u)g(t-u) du}

Asi la L de la convolucion de dos funciones, implica el Teorema de Convolucion:

Fe) Gs) = _[ J-efs(““') f(u)g(t-u)dudt= J- { J.e’s(“”) f(u)g(t-u)du |dt=

L{fo* 9w} =L{fy* 9} = L{fu} L{ 9w} = F) G
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Por otra parte: fpy * gy = J'(:f(r)—g(t—r)dr > fo*gy =€ *Sent

e'*Sent= j;e’sen(t —7)dr :%(— sent —cost+et)

t T t
Como: e *Sent= J'et’f.sen(r).dr = %(sen(—r) —cos(-7)) = %(— sent—cost + et)
0 0

t t
Asi se demuestra que: | 1 (7)-9(t=2)dt =] f(t—7).g(t)dt
0 0
fi) * O = * Trx) Asi, se verifica la propiedad de conmutacion

Aunque, la integral del producto de funciones no es el producto de las integrales, sin embargo,
la transformada de Laplace del producto especial, es el producto de la transformada de Laplace

de f(x)y 0. El resultado es el teorema de convulsion.

En el ejemplo: f(t) = ¢ O = Sen t, para evaluar: L{j;e’sen(t—r)dr}, el teorema de
convolucion establece que la transformada de Laplace de la convolucion de i) y g es el
producto de sus transformadas de Laplace: L{ j;e’sen(t —7)dr}

1 1 1
s—1s°+1 (s-1)(s*+1)

L{J;efsen(t—r)dr} =L{e'}L{Sent}=

t
Como: L{fn}= Fiy L{gn} = Gs) laconvolucion: Fi)y Gi) = L{ I fuy) 9w du}
0
Por el mismo criterio si: L™{Fs}=fo yL{Gs)} =0, luego
t

La convolucion para la transformada inversa sera: L™ {F) Gs)} = J fuy O du;
0

t
y como Ty *0x) = 0(x) *T(x), podemos escribirla como f.g= _[ f(u) g(u-t)du
0
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FORMA INVERSA DEL TEOREMA DE CONVOLUCION
t

o{Fs). G 1= | T 9o du =Ty 9o

0

. s
Ejemplo: Para determinar L ™ ———
(s? +1)

S 1
Se conocen L 1{52 +1} =cost y L 1{52 +1} =sent

Por lo cual, aplicando el teorema de convolucion, se tiene

S S 1
L H———¢=L ‘1{ Py }zcost*sent
(52 +1) s°+1 s°+1

t t
= IO cosusen(t — u)du = IO cosu[sent cosu — cost sen u]du

t t
= sentj‘0 cos? udu — cost_fosen ucosudu

=sent[4t + 2sentcost] - cost[$sen® t] =1 tsent

)
Ejemplo: Para determinar s(s?+1)

1 1 1
e Delaexpresion: s{s*+1) :1 RS = Fle)6(s) resultan
6 =17 P =57} =1
o(t) = L7 {G(s)} = L {52 1+ 1} — sen(t)

1
| i
e Aplicando el teorema de convolucion: s(s?+1)

} L ()G = g

fxg= f: sen(o) x 1de = [—cos(a)]/ =) = —cos(t) + 1

1
« Observa que alternativamente se tendria que: ¢ * ¢ = fy V> sen(t —o)do

! } = —cos(t) + 1

_1 -
e Concluimos que: {5(52 +1)
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L DESDE LA FORMA INVERSA DEL TEOREMA DE CONVOLUCION
Es posible hallar la L de la integral de fix), a partir de la forma inversa del teorema de convolucion,
considerando que: gy =1, L{Qw} =G =1ls.

t
Por el teorema de convolucion: L ,[ f(z).g(t—7)dt;=F(s)G(s)
0

t
F(s
Lo que en este caso: L {_[ f(r)d r} = %
0

_ 71 ,
Y segun la forma inversa f@)=L [F(S)]

t
4[F(s
Que aplicada a este caso: f f(r)dr=L 1{%}
0

) LT ——
Ejemplo: Determinar: {si 5 —*i,}

Fi:) 1 1
e Para aplicar el teorema: =  :=is*+4 >

-‘_I 1 - ! .'_I I 1 1 r:l'.
e Por teorema de la transformada de la integral : f {s(ﬁs” I ’lﬁJ} [“ [IEEr

1 41
fL 1{ }dt:f—sen(zt)dt
e De latabla de transformadas: ‘o st 4+ 4 o 2

e Desarrollando la integral

1 1 1=t
jo Esen(Qt) dt = 5 jo sen(2t)dt =

17 1
py [— 5(:05(2 t)] .
La integral queda:

11 1 1 1 1
jo Esen(%) dt = 3 jo sen(2t)dt = 3 [—Ecos(Zf) +3

[ R —

| 11
A L QLI
Por tanto: {5(52 + 4)} 3 2


http://www.mty.itesm.mx/etie/deptos/m/ma-841/laplace/home.html#Teorema4
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. MULTIPLICACION DE LA TRANSFORMADA por t" > L{ t“.f(t)}
La L de la funcion f(t) multiplicada por un monomio t"; es L{ tn.f(t)} y se puede encontrar mediante
la diferenciacion de la L de f() suponiendo que:
X F(S) = L{f(t)} existe.
Y es posible intercambiar el orden de diferenciacion e integracion.
% L{f o} = %{e-st f(t).dt = ! %[e-st f(t)]dt=— ! e™Uf (t).dt = - L{ tfi}

Resulta: % L{f} = - L{ tf}

Utilizando este resultado se puede hallar L{ tz.f(t)}:
2 d d( d d?
L{t" fpr=L{ttfy}=—-—L[tF®)] =——| ——LI[f = — L{f
{Clp}t=L{ttlp}= — L[t (O] ds( | (t)]j 5z S}

Generalizando para: L{ t".f}, resulta el

TEOREMA de DERIVADAS DE TRANSFORMADAS:
Sies Fg)=L{fpn} y n=1,23,... luego
dﬂ
L{f
i {Tw}
dn

o L{t"fp}=(1)

o L{t"fy}=(1)

Fes)

ds"
si: Lify}=Fs; >  L{t".fy}=(1)

' dds Fg=(-1)"f"s
Teorema: Derivada de transformadas
Si Fg= L{fn} y n=1,2,3..., entonces: L{ tn.f(t)}: -1)" (;jS”n )
Ejemplo: Para L{e?'} = L
s—2
Aplico L{t" fyy} =(-1)" d’ Fs)resulta: L{te*}= d’ ( ! )= !

d.s" ds" "s-2" (s-2)°

Tabla de transformadas de Laplace En este caso:

Ejemplo: Para determinar L{t.Sen k.t}
Do __k _
Con: fiy=Senkt, Fg= oo YN 1
K

s% +k?

L{t.Sen k.t} = Ie_Stsen(tk)_dt =
0

Aplico el Teorema:
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d d k 2ks
L{t.Sen k.t} = ——L{senkt{=—— =
¢ ) ds { j ds(sz+k2j (52+k2)2

8. DIVISION DE LA TRANSFORMADA por t

Si L{fw} = Fs), luego: L{fx/t} = J F)-du; siempre que exista limite Lim.-o f(t)/t

Ejemplo: Parafp =Sent > L{Sent} =F

Tabla de transformadas de Laplace En este caso:

De la tabla:

Sent

L{Sent}= ycomo Limgsg =1, por tanto existe

SZ

Aplico: L{fy/t} = j Fuydu > L{Setn.t} =J du _ _1%

S

Demostracion:
o L{f(at)} = [e™ f(at) dt Reemplazando t=—

<

0

_ 17 = 1 s
e L{f(at)} = a!e fdv f(v) dv = = F(.)
Del mismo modo para la transformada inversa de Laplace se cumple que

Si LYFs=Ffy  porlotanto LY F(g) }=afa
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9. FUNCIONES PERIODICAS
[t

0
1_efs.t
Si una funcién periddica tiene periodo T, T > 0, entonces  fii+) = f(y), luego la transformada de
Laplace de una funcion periddica se obtiene mediante integracion sobre un periodo.

Sea f() con periodo T > 0, tal que f(r 1) = f(r) entonces: L{ fy)} =

Teorema de la Transformada de la funcion periédica: Si f(;) es continua por partes en [0, o], de

1

orden exponencial y periddica con periodo T, entonces: L{ f} = e LT e fpdt
—e

Ejemplo: Transformada de Laplace de la funcion onda cuadrada de periodo T = 2:
E(t)=1si0<t<1y0sil<t<2 yfueradel intervalo mediante f (t + 2) = f(t).

v

Aplicando el teorema anterior:
_ 1 2 —st _ l 1 —st 2 —st _
LE®)-— [ e E(t)dt—m“oe 1dt+ [ e Odt}—l _

1-e2 = (1+ e Xl—e‘s)
1 1-e° 1

Entonces: :(1—e‘SX1+e‘s) s > L{E(t)}=m
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10.APLICACIONES A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
La transformada de Laplace simplifica la solucion de las:

1. ECUACIONES DIFERENCIALES DE COEFICIENTES CONSTANTES.

2
Si: ?:Itj +a(::j—\t( +BY =F(t); 6sea: Y’ +a Y’ +BY =F() [1]
Donde:
» aYy pB: Constante dependiente de condicidn inicial de frontera Y(0)=A é Y’(o)=B [2]

» Ay B: Constantes dadas.

Con la transformada de Laplace para Y’ + a Y’ + BY = F(y), usando la condicién [2]
logramos una ecuacion algebraica para determinar L{ Y} = Y(s)

La solucion se obtiene calculando la transformada inversa de Laplace de y(s); método que
podemos generalizar para las ecuaciones diferenciales de orden superior.

Ejemplo: Resolver Y’ +Y’ =t, Para: Y =1 e Y’p=-2
Aplicando la transformada de la Laplace: L{Y’’} + L{Y’} = L{t}, para las condiciones

planteadas: s%y —sY(0) — Y (0)+y = siz luego: sy —s+2 +y = Siz; luego
1 s—2 1 1 S 2 1 S 3
=LY l= + = —_ - + - = —_ + -
y=HYs s?(s®+1)  s*+1 s* s*+1 s*+1 s°+1 s*  s?41 sP+41

s 3
s?+1 s°+1

Finalmente: Y =L {y}=LY siz + }=t+Cost+3Sent

2. ECUACIONES DIFERENCIALES DE COEFICIENTES VARIABLES.

Ecuaciones de la forma: t™ Y™ (t); cuya transformada de Laplace es: (-1)™ (;j—r: L{Y® (1) }
s

Ejemplo: Resolver: tY”’ +Y’+4tY =0, Para: Y =3, e Y’=0

» Aplicando la transformada de la Laplace: L{tY’} + L{Y } + L{4tY} =0

» Para las condiciones planteadas: - % {s’y — sY(0) — Y’(0)}+ {sy — Y(0)} - 4% =0,
dy N s.ds
y s’+4

luego: (s° +4)% + sy = 0, de donde:

C

. 2 = 0 . = —
> Integrando: Iny +%In(s"+4)=c; Osea: y= (57 1 4)"?
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3. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS SIMULTANEAS.
Con los procedimientos anteriores podemos resolver sistemas de ecuaciones.
Ejemplo: Resolver

dXx

— =2X-3Y;
dt
dy
] at =Y -2X Para X(0) =8 e Y(0)=3

Aplicando transformada de Laplace: L{X} =x; L{Y} =Yy, luego:
" SX-8=2x-3y Osea: (s-2)x +3y = 8
= sy-3=y-2x Osea 2x+(s-1)x =3

Aplicando determinantes resulta:

|8 3 |

| 3 s-1] 5 3
X: ---------------- = mm——— e -

| s-2 3| s+l s-4

| 2 s-1]

| s-2 8 |

| 2 3| 5 2

Aplicando la transformada inversa de Laplace, resulta:
X=LYx}=5e"+3e"

Y=LYy}=5¢"-2e"



Matemética Superior y Aplicada Wilo Carpio Caceres 10/10/13

TRANSFORMADAS DE LAPLACE 22

APLICACION: CAIDA DE CUERPOS CON ROZAMIENTO

Determinar la velocidad V() en el instante de 2 segundos
del paracaidista de peso k = 80Kg, que cae verticalmente
partiendo del reposo, sobre el actia la fuerza de

resistencia del aire Fr proporcional a la velocidad V() en
cualquier instante (Fr =g V() ).

Datos:
e Peso del paracaidista: k =80 Kg
e Gravedad terrestre: g=9.8 m/s?
e Tiempo de caida: t=2seg
e Densidad de aire: p = 1,29 kg/m®
e Areadel paracaidista: A =0,6 m?
e Coeficiente de forma: 0=0,8

Calculo coeficiente de rozamiento del aire:

B = p-AS _ 1290608 — 03096 E_g
2 2 7
De la 2da ley de Newton: El Peso del paracaidista: W —— vit}
k dv
m.a+pv=K 2> ——+B.vp = k
P g ar Pvo L T

Multiplico por g y divido por k ambos miembros:

K d
(=g 1k +PB.v)g/k=(k)g/k
g dt

% +(B. 9.V )/ k= g Dondesilavelocidad es: v =dx/dt - aceleracion serd: v’ = dv/dt

Vo + (B. 9. Ve ) / K= g (Ecuacién diferencial de grado 1y orden 1).
Por propiedad de linealidad de la L:
; P2 - i) n. 59 _
L{ve’}+ L{ o Vit = L{g} > Como o y g son constantes > L{v’}+ a L{vwp}=9L{1} m

Calculo L de cada término:
a) Aplico transformada de Laplace de derivadas: L{f’n}=s L{fy} - fo) Para: L{v(y’}
Por definicion: L{fy}=F(), Luego: L{v(} = V(s

La transformada queda:  L{V’)} =S L{V(s)} - Vo =S V(5) - Vo: Asi > L{V’ 0} =SVi)-Vo []

b) Para: % L{Vv(y}, la transformada de L{V()} = V() : Asi > % L{vw} = % Vi) [

Tabla de transformadas de Laplace
1 1 gL{1} 1
S S

(V]
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Reemplazo: (i, (1], [ivien[ii:  S.V(s)- V(o) +% V() = %,Como V=0 = S.v(s)+@ V) = %

Saco factor comin V): V() [s+% 1=8 . despejo Vg D V) =
S {

v

s+
k

La velocidad en funcion de t es V() que es la transformada inversa de Laplace para Vs):

1 o1 1 Yi's
V=L {v }=L{+——=r=9gL {—F=———=7 2> Hago: a= £=2  por tabla:
® () { |: ﬂg:l} {S|: ﬂg:|} K

s+2= s+1=
k k

Tabla de transformadas de Laplace

Para funcion | Transformada | Para la funcion Transformada

1 1 en i 1, at
73 _(1—6 ) V(t):gl—l{ } gg(le )

s(s+a) a

— -1 -at 7%1 _ kg _%'t _k —%.t
Vin=9L s[s+a]} g—(le )=¢ @ (1—e J_(ﬂgj( —€ j—ﬁ(l—e J V]
k

8 ~(0,3096)(9,8)t _(0,3096)(9,8)t
Reemplazo valores: V()= Fo%{l—e 80 } = 258,397{l—e 80 }

s[s+a]

Velocidad que tiene el paracaidista a los 2 segundos luego de saltar del helicoptero. Reemplazo t =2
(0,3096)(9,8)(2)

V() = 258,397 [1—e_ 80 } = 258,397 [1-e *97°%%?1= 258,397 [1- 0,92695] = 18,875 m/seg

A
Para calcular la posicion en el tiempo Xy), a partir de [V]: V()= %(1—6 k tJ :

A A k k -2

k Kk 2 k k e,
Por propiedad de la linealidad de la L: L{ x’(t)}:L{E_Ee k } = EL{l} - EL{ e X } v

Calculo la L a cada término de [vi]:
a) Para L{ x’(} aplico L de derivadas: L{y}=s L{f}- fe
Como: Py = X = (;1( y por definicion: L{fy}= F), resulta L{X} = X(s)
Asi, la transformada queda:  L{X’} =S L{X(s)} - Xo = S X(s) - Xo V]

k k k
b) Paraeltérmino —L{1},delatabla L : f5= —L{1} = — 1 Vi
p p B s

Tabla de transformadas de Laplace
1 k k 1

1 s 1 fis)= 3 L{1} 7S
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k )
c) Parael término - EL{ e X t}, sia=- % , por tabla:

Tabla de transformadas de Laplace

= e” k P9 k 1
s-a f(S):'E L{e '} " Fesa
kK, K 1 kK| K[
fg=-— Ly e & =- — - =-—|__ = _|=-—=|_—_|[ux
S S ey et [ﬁg} A
k k

Reemplazo en [vi], los valores de [vii}, [viiily [ix], y como: fy)y fis), son Xy y Xg).

k(1) k 1 k(1) k 1
$.X@s) - X(0) = _(_j__ -2 Como X(=0 2> SXg= _(_)__ =
ﬁ S ﬂ S+ ﬁg ﬂ S ﬂ S+@
k

k 1 k
Despejo X(s):  X(s) = i[%j_L 1 ==
ps B.s s+@ ps fs s+@
k k

La posicion X(t) respecto aI tiempo, sera la inversa de Laplace para Xs):

0= U= U ﬁ{ ﬂg}}c Gt L-l{m}

S+—
k
X(t) = E L'l{iz}- { } [x], Resuelvo cada uno sus términos:
B s ﬁg
k
k k
a) De la tabla, para el término — L 1{%} — es constante:

Tabla de transformadas de Laplace
k 1

i 1 -1
52 fo = rra L fo} = —l— { }
k 1 1 k 1 1 k k
=7 > L {for= =L 1{=5=— t,luego: fy= Xp= < t
(s) ,B SZ { (S)} ﬂ {52 } ﬂ uego: ) ® ﬁ [x1]
k 1 k
b) Para el término ——L N~ son constantes, —— ya= @ , asi, de la tabla de Laplace:
S[S+ ﬂ } ﬂ K

Tabla de transformadas de Laplace

1 —at k . 1 k
_(l ) g —at
~ Ka ﬂL{{S[ ]}} et

s(s+a) s+a
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— h -1 l — h 1 —at — h 1 7[%}
o= g gt s )
k

Reemplazo en [x], los valoresde [xi1y [xIy [IX]:

LY R VLIV SR WL DUNLS I PRIk k L(_ ﬂg}

_k K2 a0 ko kP KR M
X(t)—Et' ﬂzg 1-e =—t-—- e =

Reemplazo los valores:

80 80 80 h 80 80 80 3,09408,
X(t) = t - + e K = t— + e 80
0,3096| (0,3096).(9,8) (0,3096)(9,8). 0,3096| 3,03408 3,09408

Para calcular la posicién del paracaidista, luego de su lanzamiento, reemplazo t = 2:
80 80 go B,
)= 2— + g 8
0,3096 3,03408 3,09408

X

}: 258,3979[2 - 26,3671 + 26,3671 %% ]

X(2) = 258,3979[2 - 26,3671 + 24,4411] = [516,7958 - 6813,21 + 6315,5304] = 19,11 m
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APLICACION: SISTEMA DE CONTROL

Un sistema de control es un conjunto de componentes que regulan su propia conducta o la de otro
sistema para lograr un funcionamiento predeterminado, buscando reducir las probabilidades de fallos
de un sistema real, los resultados predefinidos en un sistema tedrico planeado. Con este fin, una
herramienta matematica es la transformada de Laplace L

» Al estudiar procesos reales es necesario considerar modelos dinamicos, de comportamiento
variable respecto al tiempo, para evitar o corregir oportunamente errores del sistema real.

» Esto implica usar ecuaciones diferenciales respecto al tiempo para simular mateméaticamente
el comportamiento de procesos.

« La L es util para analizar tales sistemas, asi, permitir resolver ecuaciones diferenciales lineales
mediante la transformacion en ecuaciones algebraicas con lo cual se facilita su estudio.

EL DISENO DEL SISTEMA DE CONTROL: Requiere
« Conocer el proceso a controlar, es decir, conocer la ecuacidon diferencial que describe su

comportamiento, utilizando las leyes fisicas. Esta ecuacion diferencial es el MODELO
PLANEADO DEL PROCESO.
« Con el modelo planeado, se puede disefiar el CONTROLADOR.

LA FUNCION DE TRANSFERENCIA
e Representa el comportamiento dindmico del proceso.
e Muestra como cambia la salida de un proceso ante un cambio en la entrada.

Ys)  CambioSalidaProceso Yy _ RespuestaDeProceso
X CambioEntradaProceso Xs) FuncionForzante

DIAGRAMA DE BLOQUES:
ENTRADAEstimulo forzante) > PROCESO >SALIDA (Respuesta al estimulo)

Ejemplo: CONTROL DE VELOCIDAD CRUCERO EN UN VEHICULO

El controlador mantiene la estabilidad del sistema real, cuyas entradas son circunstanciales y en casos
no controlables. Asi, por un lado, mantiene al sistema en operacidn regular aungue aparezcan entradas
arbitrarias y por otro, corregir los errores detectados en las salidas. Un sistema de control es permite
obtener una salida especifica del sistema manipulando apropiadamente, una determinada entrada.

El sistema de navegacion crucero del vehiculo el Cruise Control 0 I_.p_.,
control crucero, es un instrumento que permite al conductor fijar la

velocidad a la que desea circular y retirar el pie del acelerador, sin Ey H _f"ﬂ-"!.E.’
temor a que ésta descienda, pudiendo mantener constante la velocidad

de avance, lo cual es de especial utilidad en los viajes largos. _O_O_

Por Newton: Donde:

m: masa del auto

v’: aceleracion

B: coeficiente de friccion
v: velocidad

Feng:fuerza propulsora del motor, funcién del
tiempo.

Y2F=ma >mv=Fe-Bv (1

(Ecuacion diferencial de grado 1y de orden 1)

Para:

m =1000 Kg y B =50(m.seg/m)
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Como el vehiculo parte del reposo, acelerard hasta que la fuerza del motor se encuentre en equilibrio
con la fuerza de rozamiento resultando una velocidad constante (adopto 20 m/s) y aceleracion cero.

eng’ max

F
Bv. =F,, or v =%=20m/s
Por propiedad de linealidad de la L de la ecuacion (1):
L[mv’(t)] = L[Feng(t)] - L[B‘U(t)]
Como my B son contantes, entonces: m L[v'(t)] = L[F¢ng(t)| — B L[v(2)] (2)
Célculo de la L a cada término:
a) Para L[(v'(t)] aplico L de derivadas: L[f'(t)] = s L[f(t)] — f(0)
Como por definicion: L[f(¢)] = F(s), resulta: L[v ()] = V(s)
La transformada queda: LI(v'(t)] = s Llv(t)] —v(0) =sV(s) — v(0)
Asi: L[V ()] = sV(s) —v(0)(I)

b) Para L[F,,,(t)] por definicion: L[f(£)] = F(s), > L[Fong@®)] = Feng(s) (1)

c) Llv(t)] = V(s) (111) Reemplazo (1), (I1), (111) en (2):
msV(s) —v(0) = Fepy(s) —BV(s)

v(0) =0, (parte del reposo ): ms V(s) = Feng(s) — BV(s)
V(s)[ms + B] = F(s)

La funcidon de transferencia H(S) (velocidad de salida dividida en fuerza de entrada) esta dada por:
H(s) V(s) 1
S) = =
F(s) ms+B

Para Fax : Fuerza maxima del motor.

Tabla de transformadas de Laplace

1/S 1 F(S)=Fmax/$S Fmax

V(s) = H(s)F(s) = ——max (3)

sm+B s

Por definicion de transformada inversa de L: v (t) = L™Y{V(s)}

La expresion (3) tiene la forma de:

Tabla de transformadas de Laplace | En este caso:
Para funcién Transformada | Para la funcion Transformada

(S+a).1/S @-e1/a

B
Aplicando la inversa de L obtenemos: v(t) = % [1 - e‘ﬁt]
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N seg
5025870 2w, 0058
Reemplazando los valores: v(t) = W 1— e 1000kg" | = 20[1 —e ]
Velocidad |
(m/s) 1

00 1f0 Zr(] 3r0 4f0 5r0 6r0 7’0 8r0 9r0 100
Tiempo ()

ANALISIS DE LA GRAFICA Y CONCLUSIONES:

El vehiculo alcanza los 10 m/s (36 km/h) luego de aproximadamente 13.85 s y luego continla acelerando hasta los 20 m/s

(72 km/h). Hay que tener en cuenta que los calculos fueron realizados como si la maxima potencia del motor fuera

alcanzado desde el momento del encendido, lo cual es fisicamente imposible, pero al menos nos da una idea de la situacion.

1) Mediante esta ecuacidon el controlador regula la fuerza que debe propulsar el motor para mantener la velocidad
deseada constante.

2) En un automdvil con control de crucero la velocidad se sensay se retroalimenta continuamente al sistema que
ajusta la velocidad del motor por medio del suministro de combustible al mismo, en este Ultimo caso la salida del
sistema seria la velocidad del motor, el controlador seria el sistema que decide cuanto combustible echar de
acuerdo a la velocidad y la entrada seria la cantidad de combustible suministrado.

3) La ecuacion sera mas compleja cuando las condiciones del camino sean mas irregulares. Si el auto esta
ascendiendo por una pendiente, habra una componente de la fuerza de la gravedad que se opondra al movimiento.
El auto moviéndose de manera descendente por una pendiente experimentara una componente de la fuerza de la
gravedad que tendera a acelerarlo.

Bv

Fg Fg

Diagrama de cuerpo libre incluyendo fuerzas externas


http://es.wikipedia.org/wiki/Autom%C3%B3vil
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Control_de_crucero&action=edit&redlink=1
http://es.wikipedia.org/wiki/Velocidad
http://es.wikipedia.org/wiki/Sensor
http://es.wikipedia.org/wiki/Motor_de_combusti%C3%B3n_interna
http://es.wikipedia.org/wiki/Combustible
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APLICACION: FEEDBACK

Las funciones de transferencia del sistema de control por
retroalimentacion, buscan la solucion transformada Y (z),
inicialmente obtenemos X(z) a partir del sistema dado por
la funcién de transferencia F(z). La funcion X(z) se
transforma en el sistema dado por G(z) obteniéndose S(z).

Finalmente E(z) = Y (z) — S(z), que a su vez vuelve a ser utilizada para obtener una nueva X(z)
mediante el proceso dado por la funcién de transferencia F(z).

Buscamos la funcion de transferencia: ;) - X@)
Y (2)

Sabemos que: X (z)=F(2)E(z) Y s(z) =G(z)X(2)
Como E(2) =Y(2)-S(2) 2 X(2) =F(2)(Y(2)-S(2))=F(2)(Y(2)-G(2) X (2))

De donde 1(z) = % , a partir de esta funcion de transferencia podemos calcular la estabilidad
1+ F(2)G(z

del sistema de control por retroalimentacion planteado calculando T(z).

1 1 .

Por ejemplo, si F(z) = G(2) = entonces: T(z) = 2~

Jemplo. st F(2) =y Y 690y @= s
+./3

1+
Y resolviendo: z°® +z% +z=0, lasraicesson: 0y 5 ->0,1.3,-0.36

Mediante el siguiente teorema podemos observar que el sistema sera inestable:
Sea L{f(t)}=F(s)=a,(X—/)" , paralas raices z3:
1. Si <0, es asintoticamente estable.

2. Si <0 esestable
3. esinestable si no se cumplen las condiciones 1y 2

Como tenemos a la raiz ges >0 el sistema sera inestable.

Ahora podemos expresar la ecuacion diferencial lineal del sistema como:
X(z)  z-1
Y(z) 72°-z%+z
De L ,como Lt {F (t)} =F (S) , con su funcidn de transferencia, tenemos que: x’7’-x"’+x’=y’-y
Para seguir conociendo la inestabilidad del sistema tenemos la funcion '
rampa que viene dada por:

t site01) Y
y(t) = { : /!

1 18221, -

de donde: X(2)(z®+2° +2)=Y(z)(z-1) y definiendo la Transformada Inversa

LaL es: Y(2)=L{t(2)}+L{t-1(z)} Aplico L portabla

I.H
Pma: n: 1: 2: 3: _
y me queda como:  F(y) = iz_ e_: = (1_‘272) Siendo F (y) la funcion solucion de inestabilidad del
z zZ z

sistema de control por retroalimentacion “Feedback”.
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El control de retroalimentacion implica que se han reunido algunos datos, se han analizado y se han
regresado los resultados a alguien o a algo en el proceso que se esta controlando de manera que puedan
hacerse correcciones. EIl inconveniente de este tipo de control es que en el momento en que el
administrador tiene la informacion el dafio ya esta hecho, es decir, se lleva a cabo después de la accion.

Ejemplo: Se tiene una empresa que tiene 3 sucursales distribuidas por todo el pais: Sucursal A,
Sucursal B y Sucursal C. EI gerente general ha detectado que la sucursal A tiene serios problemas
financieros, mientras que sus otras dos sucursales estan funcionando correctamente. Es aqui cuando el
gerente debe decidir si esta informacion es causa suficiente para cerrar dicha sucursal o debera cambiar
las estrategias que han venido implementando.

Sucursal A - Bs. As. Sucursal B - Cérdoba sucursal C - Tucuman

DadoF(;)=— Yy g(z)=—>_ entonces: T(z)zz—_1 funcion de transferencia;

(22 +1) (z-1) }+7% +2
Calculo un monto de ingreso minimo (ponderado) para las 3 sucursales de 14.000.000 y calculo T(2):

) 14000000-1 -
1400000C° +14000000% +14000000

T(2)

l e_z _ (1_972) (1_e_l4X106) :5)(10—15
Z_z__z - 2 =-

z z (14x10°)2
Analizando el Feedback, los dos métodos de medicién (funcidn de transferencia y funcién Rampa) deben dar el
mismo resultado.

Calculamos ahora con la funcion rampa: F(y) =

El resultado obtenido me indica la variacién o inestabilidad g hay en la retroalimentacion, como observamos, es un
valor demasiado pequefio, como para tomar alguna decisién importante sobre la sucursal 1.

Suponemos que la sucursal 2 y 3 tienen un superavit, con lo cual llegan a cubrir su monto de ingreso minimo,
como asi también el de la sucursal de Bs. As. El trabajo de la gerencia seria hacer mas hincapié en los estados
contables de Bs.As, hacer una politica fuerte de planes de ahorro o firmar algin convenio con otras entidades,
como para poder disminuir las pérdidas que se puede suponer que existe.
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APLICACION: NIVEL DE UN TANQUE

Flujo que entra — Flujo que sale = Acumulamiento R
[

. qi(t): Flujo de entrada i ﬁ o e

e 0l(t)=Flujo de Salida

e A= Areadel tanque hit)
e (Aunaalturah)

dh h(t) =
6t —q,t) =AY ;. Rzm z A z
dh(t)

q; (t)——h(t) A ar

1 dhie)
g; (£) Rk(-f]' A——

Nivel del tanque: dt

qi(t)=%h(t) ; A%Et) Como > dh(t) —the) > q.(t)= —h(t) + Ath(t)

Saco factor comun h(t): q, (t) = h(t) (At + i) > q,_(t) A+
' R (t) R

h(t
Invierto la Ecuacion para obtener L) > h(t) __1
g; (1) q; (t) At + 1
R

Aplico la transformada Inversa de Laplace:

HE) 14 1

@Am

-1
0 (ﬁtj
La Funcién de Transferencia: & = ite_

Q(s) A 1

10/10/13
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APLICACION: AMORTIGUADOR
Determina la ecuacién de movimiento de un cuerpo de 40 libras
de peso esta sujeto a dos resortes iguales y a un amortiguador. Si

. : : pulg.
a partir del reposo se aplica una velocidad de 4% y un agente
externo le comunica una fuerza constante de 10Sen (15t) libras.

B
Constante de cada resorte; k= 25% '
) () g5 fbsey
T10gents Constante del amortiguador: C = -~ " pulg

i L & I
Condiciones iniciales: t=0;y=0; & = 4 %

o Py
Paso 1.- Planteo: 2ky+C @ *m gz = 105en15t

50k y 4 08520 Y a0k ®Y _ 40/ p5entsy
Paso 2.-Sustituyo: Pl il at 322%[12%% o

Paso 3.- Opero para dejar la derivada de mayor orden libre de coeficientes:

4573 g.z1 dy a2 i g
TV + %er o + = = 966z Sent bt

Paso 4.- Aplico transformada a la ecuacion considerando las condiciones iniciales:

HEE1S]

483Liy1+8.21SLiyl + SPLiyl -4 = ey

Paso 5.-Factorizo la transformada: (52 +8.215 +483)Liy! = gras +4

_ . .L.lj.f:= - 1449 + = <4
Paso 6.-Despejo la transformada: (STe22E)0 S2+8.21 544831 | (ST4E 2154453

Paso 7.- Aplicando la transformada inversa a toda la ecuacion:

g4l 1449 | 1 4
yiti=L" | TevaE ez va ot rea) |+ L7 | 152+ 27 5+aa3] JI

Paso 8.- Como no hay férmulas directas para resolver la expresion simplifico en una suma de
fracciones parciales:

1499 AL+8 Co+0

(G2 2oEy 248 T15raE) . 524228 | Tlemod Sednm

Paso 9.- Resuelvo y obtengo la ecuaciones:
A+C=0; 8.21A+B+D=0 ; 483A+8.21B+225C =0 ; 483B+225D=1449

Con lo que se obtiene: A=-0.145 ; B=4.57 ; C=0.145 ; D=-3.38
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En el Mathematica el sistema de ecuaciones se puede resolver con la instruccion:
Solve[{a+c==0,8.21a+b+d==0,483a+8.21b+225¢==0,483b+225d==1449}]
Paso 10.- Por lo que la transformada inversa queda:
Sosuman: VO RS BT e |
—0.145 5+ 57
Paso 11.- Resolviendo por separado: L =gz 1= -0.145C0s151 +0.35en 15

L | _01455H0.62 | _ g4t -1l 0.145540.025
[ [5+1]2+HEEZ | | IZHEE2

I =
sustituyendo S=S - 4.1: = e""(0.145C0s21 Bt+ 0.0015en21 &)
Paso 12.- La solucion final, es:

y{t}= - 0.145Cos15t +0.3Sen15t+ & *"(0.145Cas21 6t+ 0.0015en21.6f)

Paso 13.- Haciendo A= +{-0.145)¢+(0.3)* = 0333,

6=Tang™' L2 = - 25 8° = —0.143mradianes.

=0 /(0.145)Z+(0.001)Z = 0.145;

p=Tang™' 5557 = B89 6° = 0.5wradianes

Se obtiene: y{t}=0.33Sen[15t - 0.143%]+0.145 &~ *"Sen(21.6i+ 0.5%] Resultado.

Paso 14.- El problema se puede resolver en el Mathematica, con la instruccion:

DSolve[{y"[t]+8.21y'[t]+483y[t]==96.6Sin[15 t],y[0]==0,y'[0]==4},y[1] .t]

10/10/13
33
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APLICACION: IMAGENAS EN LA ATMOSFERA

Las inhomogeneidades atmosféricas varian en tiempos caracteristicos de pocos milisegundos. Luego, para que las
condiciones de la atmésfera no varien durante la toma de una fotografia astronémica, el tiempo de exposicion debe ser de
este orden. En tales circunstancias, las imagenes presentan un patrén de interferencias de aspecto granulado, denominado
moteado interferencial o speckle. Si se toma una serie de imagenes, el patron de interferencias es distinto en todas ellas, ya
gue este patrén cambia con el tiempo al variar el estado de la atmdsfera.

Por otra parte, en una fotografia astronémica convencional, el tiempo de exposicion excede de un segundo y la imagen ya
no es aleatoria sino un promedio de las imagenes de corta exposicion que se denomina imagen de larga exposicion.
Imagen de corta exposicion

Relacion objeto-imagen flt) = ¢ y g(t) = sen(t)

Sea f(t)=e' la distribucion de intensidad del objeto en funcién del tiempo y g(t) - sen(t) la distribucion de intensidad en
la imagen instantanea. La relacion entre las distribuciones de intensidad de objeto e imagen es lineal porque los objetos
astronémicos son totalmente incoherentes. Se asume ademas la invariancia frente a traslaciones, lo que implica que las
perturbaciones instantaneas del frente de onda son idénticas para todas las direcciones del frente de onda.

Esta condicion sélo se cumple si las capas turbulentas se hallan muy cerca de la pupila del telescopio, pero es evidente que
esto no sucede en el caso de la atmdsfera. Asi que s6lo se puede asumir la invariancia frente a traslaciones para objetos de
pequefias dimensiones angulares , lo que supone un campo de visién limitado denominado la zona isoplandtica. Las
estimaciones tedricas y experimentales muestran que en las imégenes astrondmicas la zona isoplanatica es del orden de
unos pocos segundos de arco.

La imagen se relaciona con la distribucion del objeto
por una convolucién:

Lif *g}=L{f }L{g}=F(5)G(s)

Donde L{f * 9} es la imagen de un punto o funcién
de ensanchamiento de punto (PSF) instantanea.

Si el objeto tiene wunas dimensiones angulares
suficientemente pequefias o si la turbulencia se localiza
cerca de la pupila del telescopio, se puede considerar
que todos los haces que llegan a un punto de la pupila
han atravesado las mismas zonas de la atmosfera.

Las aberraciones asociadas son isoplanéticas.

B Capa

tirhin

Problema: Las inhomogeneidades atmosféricas varian en tiempos caracteristicos de pocos milisegundos. Por tanto, para
que las condiciones de la atmésfera no varien durante la toma de una fotografia astronémica. Lo que buscamos es calcular
el tiempo t medido en milisegundos para obtener una fotografia astronémica. Se plantea las funciones la cuales estan en
funcion de una variable t, que indica el tiempo medido en milisegundos.

° f(t) = et: Distribucion de intensidad del objeto en funcién del tiempo
e (= sen (t) Distribucion de intensidad en la imagen instantanea.

Partiendo de las funciones f y g con un tiempo t=0, nos planteamos a las funciones como un producto de funciones para
luego aplicar el teorema de convolucion.

Primer paso: plantear el producto de funciones con una integral que va a tener los limites de integracion a partir de 0 y
!
e sen(t — aldo = [ * _ _
por la variable t. jD ( ) fxg donde: f(t) = ¥ Ei’(t) = Een(f)

Segundo paso: Con las funciones f y g en funcion del tiempo vamos a aplicar el teorema de la convolucion
realizando el producto de las transformadas de Laplace

" elsen(t — o) do = L{f(t)} L{g(t)}

Usando el teorema de convolucién: ./D
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Tercer paso: Aplicando la tabla para resolver estas ecuaciones en forma mas practicas y sin hacer tantos
calculos de resolucion de integrales

L{ft) =L|d} = P
y
L{g(t)} = L{sen(t)} =

1
st41

Aplicado el teorema y la tabla llegamos a la ecuacién donde la variable s, nos daré el resultado planteado.

L{jg e sen(t U)dg}_ s— 1 % 5241 _(5—1)(52"'1)

Donde L{f *g} es laimagen de un punto o funcién de ensanchamiento de punto instantanea.
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APLICACION: CIRCUITO SERIE

Determinar la corriente | cuando t > 0, si se conectan en serie
la resistencia de R = 10 Ohmios, la bobina de L = 10 Henrios
y una bateria de E = 40 Voltios y un interruptor S.

Cuando t = 0 el interruptor esta cerrado y la corriente | = 0.

~ Por la ley de Kirchhoff se debe cumplir la igualdad
L= Caida potencial en R + Caida poten en L + Caida potenen E =0

Con los datos: 101 + 23—1 +(-E)=0 de donde: 3—i +51 = % Como E=40 sera

z_l +51=20 1(0)=0 o también X’(t) + 5 1= 20

Aplicando L :L{x’(®)}+5L{ I} =L{20} ycomo L{f’(t)} =s L{f(t)} - f(0)

[sL-1(0)]+5I= 2_50 donde I =L{I} I(0) =0, resolviendo respecto de I

20 20,1 1 1 1 .
s(s+5) ?(E ) s+5) = 4(g - E) de donde: 1= 4 (1- e )

APLICACION: MOVIMIENTO DE RESORTE
Despreciar fuerza de fricciobn y determinar la ecuacion del
movimiento del peso de 32 libras, sujeto al resorte de constante:
k = 16 libras/pie.
Cuando el peso llega a su posicion de equilibrio, se aplica sobre el
unafuerzade: F=FoSenwt (w: Frecuenciaangular)

IF  Equilibrio Si X es el desplazamiento hacia abajo de la posicion de equilibrio, en
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rR=10 |1 X=0 el tiempo t, la ecuacion diferencial y sus condiciones iniciales seran:
d:z +16x=FoSenwt Para x=0, w=0 cuando t=0
-------------- - X = X
Aplicando F

2
Si w = 4 produce la resonancia ideal, tal ecuacion quedard como: a2 +16x=FoSen4t 0O

también: x*’(t) + 16 x(t) = Fo Sen 4 t; que aplicando L  sera: L{ x’’(t) } + 16 L{ x(t) } = L{ Fo
Sen4t} ycomo latransformada L{f’(t)} =s L{f(t)} - f(0)

Para las condiciones iniciales X =0 y x’() = 0 resulta: s* X+ 16 X = 24':26 de donde
s° +

4Fo

) , Fo
X = —— Aplicando latabla L el resultado sera: Xn= — (Sen4t - 4t Cos 4t
O (5 +16)’ p 0= 5, ( )

APLICACION: MOVIMIENTO DE RESORTE II
Determinar la ecuacion diferencial del movimiento de la masa m
suspendida del extremo de un resorte vertical de constante k [Fuerza
requerida para estirar el resorte una unidad], sobre el que actia una
fuerza externa F(x), asi como una fuerza resistente proporcional a la
velocidad instantanea.

Fl Suponiendo que X es la elongacion de la masa en el tiempo t y que la masa

------ sale del reposo desde X = 0; encontrar: X en un tiempo cualquiera t

d?x

dtZ y

______ X(t) Por la Ley de Newton, la fuerza m debera estar equilibrada por la

______ e suma de las fuerzas:

> Fuerza resistente: -b?j_:

> Fuerza de restauracion del resorte: -a X .
» Fuerza externa actuante sobre la masa F(t)
; d 2 X dx d ? X dx H
Asi: m qt? = -ba- ax + F(t), de donde obtenemos: m at’ + ba- ax = F(t) que escribir
como:

m.x’(t)+b X - a Xy = F(t)

Aplicando L obtenemos: mL{ x’’(t) } +bL{x(t) } ~aL{x }= L{F(t) }

Como L{f(t)} = F(s), L{x}=X y L{f’(t)} =s L{f(t)} - f(0) resultara:

m [s?X - sx(0) - x’(0)] + b [sX - x(0)] + KX =F(s) ycomo  x(0)=0 x’(0)=0
__FO® _ FO) e mok D

O T ms?1bs+k - m(s+b/2mE+R]’ One N T T 4m?
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CasoR>0: Sea R=w? LY L }=e " sen wt
E— (s+b/2m)* + w? w
Aplicando en: Xu= F ) . el teorema de convolucion L™*{F(s) G(s) }:j f(u) g(t-u) du
0T m(s+b/2m)? +R]’ )
1 t —b(t-u)/2m
se obtiene la solucion: X = WI F(u) e sen w (t-u) du

0

—bt/2m

1
Caso R = 0: Se produce L'l{m} = te

F (s)
m[(s+b/2m)* +R]

Aplicando el teorema de convolucion en Xy = se obtiene la solucion

. F (S) ] L t
Apl DX = I lucién:L{ F =| f -
plicando en: X (5 +b/2m)2 + R] el teorema de convolucion:L{ F(s) G(s) } J; (u) g(t-u) du
1 t -b(t-u)/m
se obtiene la solucion: Xq) = o~ J F(u) (t-u)e du

0

Caso R <0:

-bt/2m Senhat
a

, _ 2. -1 —
Serd R =a“; se produce L {(s+b/2m)2+a2} = e

F (s
Aplicandoen Xq = (s +b/ én:)z TR el teorema de convolucion
t 1 t -b(t-u)/2m
L*{ F(s) G(s) } = | f(u) g(t-u) du, se obtiene la solucion: x= — [ Fue Senh a(t-u)du
0 0

APLICACION: POSICION DE PARTICULAS
La particula P de 2 gr de masa se mueve sobre el eje x, y
| | es atraida hacia el origen con una fuerza de 8X.
P > Hallar su posicion para un tiempo suponiendo que no
: 0 acttan otras fuerzas y que inicialmente en reposo X = 10

3 m

Para la direccion positiva hacia la derecha, cuando:

» X >0, lafuerza neta es hacia la izquierda (es negativa) y estara dada por —8X.

» X <0, lafuerza neta es hacia la derecha (es positiva) y estara dada por —-8X

» Asi, siempre la fuerza neta es —8X, luego por Newton: Masa x Aceleracion = Fuerza:

2 2
X
2*d2:—8xosea = +4X =0
dt dt
d’x 5 10s
LaL de 2 +4X = 0 x = rix}; luego s*°x-10s+4x=0 2> x = 2
t s°+

Entonces: x = £lix} = 10 cos 2t
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APLICACION: MOVIMIENTO DE PARTICULAS
Una particula de masa m se mueve el eje X y es atraida hacia el origen 0 con una fuerza

numéricamente igual a kx, k > 0. Actlia una Fuerza amortiguadora = BO;—T , para 3> 0.

Discutir el movimiento; considerar todos los casos, suponiendo que x©) = x,, X'(0) = V.
2

., T X X
La ecuacion del movimiento es m ‘:i ~ = —kx - f3 Z—
t t

2
O sea ddtz( +2a(jj—>t<+a)zx -0 (1)donde a= Bl2m, @* =k/m .

Al usar las condiciones iniciales, la L de (1):
s*x - Xps =V + 2a(sx — X)) + 0’x = 0, osea
sX, + (Vo + 20X,) (s + o)X, v, + aX,

X = = +
2 2
s +2as + w (s + a)? + w® - a?

(s+0()2+a)2—052

Caso 1l: w? - a? > 0.

X = £Hx} = xe " cos Vo' - a’t + % e “senVo’ - a’t
o - a

El movimiento se Ilama oscilatorio amortiguado. La particula oscila alrededor de 0, y la magnitud de
cada oscilacion va haciéndose menor cada vez. El periodo de la oscilacion esta dado por 27:/\/0) -a’,

y la frecuencia por vo© - 0!2/272'.

La cantidad /27 (correspondiente al caso @ = 0, es decir sin amortiguacion) se llama la frecuencia
natural.

Caso 2: w?> - a® = 0.
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X V, + ax _ _

X == 00w L0 = e 4 (1 + ax e ™
st+ta (s + a)

Aqui la particula no oscila indefinidamente alrededor de 0 sino que se aproxima gradualmente a 0 sin

llegar a alcanzarlo. Este tipo de movimiento se llama movimiento criticamente amortiguado, puesto

que cualquier disminucién de la constante de amortiguacion B producira oscilaciones

Caso 3, w? - a? < 0.

_ _ (s + )X Vy, + aX
X:Ll{x}:ﬁl 2 20 PN 2 zo 2
s+a) —(a — o) s+a) —a — o)
Vy, + aX 2
= X, cosh \/az—a)zt+02—aisenh\/a2_‘”t
(24 - @

El movimiento se Ilama sobre-amortiguado y es no oscilatorio.

APLICACION: CARGA DEL CIRCUITO EN SERIE
Un inductor de 2 henrys, una resistencia de 16
ohmios y un condensador de 0,02 faradios se
X ~ conectan en serie con una f.e.m. de E voltios.
X
2/ ‘

En t = 0 tanto la carga del condensador como la

F corriente del circuito valen cero.
I—\/\/\/\/\/\,J Encontrar la carga y la corriente en cualquier

tiempo t > 0 si
» E =300 (voltios),
» E =100 Sen 3t (voltios).

Sean Q e | respectivamente la carga y corriente instantanea en el tiempo t. Por las leyes de Kirchhoff

dar 2
tenemos: 29 + 167 + -2 = & (l)ycomo r = do/dt, 292 169 L5000 = 2
dt 0,02 dt> dt

bajo las condiciones iniciales o©) = o, 7©0) = 0'©0) = 0.

- - 7 2
> Si E =300 voltios, entonces (2) serd. <2 4+ 5 92 4 500 = 150
dt? dt
5 . 150
Por L encontramos que {s g — s00) - Q(O)} + 8{sqg — 00)} + 25g = —
0q = 150 _ 6 65 +48 _ 6 6(s+4) + 24
s(s® +8s+25 s s?+8s+25 s (s+ 4% +09
6 6s+4 24
s (s+4%°+9 (s+4%+09
—4t —4t _ dQ _ —4t
LUGQO, O = 6 — 6e *F cos 3t — 8e “Fsen3t I = — = 50e “sen3t

dt
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2

» Si E =100 Sen 3t voltios, entonces (2)es en este caso: % + 8 % + 250 = 50sen3t
t
150
LaL :(s"+8s+25g = —
s+ 9
y g = 150 E 1 B E S N E 1 4 E s+ 4
(> +9 (s +85+25 26s5>+9 5255 +9 26 (@ +4°+9 52 (s+4°+9

. 25 75 25 _ 75 _

AsSi: Q = —sen3t - — sen3t + — e *sen3t + — e *f cos 3t
26 52 26 52

25 25 _
= 5 (2sen3t — 3 cos 3t) + 5 e 4t(3 cos 3t + 2sen3t)

y entonces I =
dt

do 75
- 2

25 _
2cos 3t + 3sen3t) ) e 4t(l7sen3t + 6 cos 3t)

Para grandes valores de t, los términos de Q o de | en que aparece e *“son despreciados y se
Ilaman los términos transitorios o la parte transitoria de la solucién. Los otros términos se llaman
los términos permanentes o la parte permanente de la solucion.

APLICACION: CORRIENTES DE CIRCUITOS

10 ohmios

s — MWV
‘ _\3/§/\{1 \/\/

av)

— /MWW

O
20 ohmios {
K

|

o H o X

En la malla eléctrica, determinar las corrientes de las
diferentes ramas, si las corrientes iniciales valen cero.

» La 2da ley de Kirchhoff dice que la suma algebraica de
las caidas de voltaje alrededor de cualquier malla
cerrada es cero.

» Recorriendo las mallas KLMNK y JKNPJ en sentido

0 de las agujas del reloj, seran positivas las caidas de

voltaje, cuando el recorrido va en sentido opuesto a la
corriente. Y una subida del voltaje se considera una
caida de voltaje con signo opuesto.

Sea en el nudo K, I la corriente en NPJK, que se divide 1, y 1,ental formaque r = 1, + 1,. Estoes
equivalente a la 1ra ley de kirchhoff .

Aplicando la 2da ley de Kirchhoff en la malla:

> KLMNK: - 101, - 2

condiciones 1,0 = 1,0 = 0

> JKNPJ: 30 — 110 + 2

I,0) = 1,0 =

dr,

0

dr dr
—+ +4—24201, =06 -5, - — +2=—2 + 101, = 0, para las
dt dt dt

—L 4101,
dt

] dr dt,
dt

s

dr, -
00 -t 20I, + 15I, = 55, para las condiciones

La L para las condiciones iniciales es: — 5i, — {si, — 1,(0)} + 2{si, — IO} + 10i, = 0

{si, — I,(0} + 20i, + 15i, = 55/s,0S€a: (s + 5)i, — 2s + 10)i, = 0 O (s + 20)i; + 15i, = 55/s



Matemética Superior y Aplicada Wilo Carpio Caceres 10/10/13

TRANSFORMADAS DE LAPLACE 42
Por la 1% ecuacion, i, = 2i,, la 2 ecuacion da (2s + 55)i, = > 6 i, = SENEEREN S
S s(2s + 55) s 2s + 55

-55t/2

Entonces: I, = 1 - e I, =21, =2- 072 T I,+I, =3- 37952

APLICACION: DEFLEXION DE VIGAS
Hallar la deflexion en cualquier punto de una viga fija que en
sus extremos X = 0 y x = | soporta una carga uniforme W, por
te unidad de longitud.

La ecuacidn diferencial y las condiciones de frontera son
\HHHHHQ\

dY _ M gex<1 )
dx* EI

» Y0 =0,Y0=0,Y0=0,Y0=0 (2

\J
I

La L enlos miembros de (1) tenemos que, i y = y(s) = civx)},
s'y = s’ - s°Y'(0) - sY"(0) - Y"(0) = Mo (3)
EIs

- - - - - - m —
Empleando en (2) las dos primeras condiciones y las condiciones desconocidas v'©) = c,, ¥ 0 =c,,

. S ) o
encontramos que: y = — + —5 + ——
S S EIls
o , : ox° W, x* ox° W, x"
Invirtiendo términos: v(x) = c;x + —=— + —> = = ¢;x + 2 4+ 2
3! EI 4 6 24ET
_ i I Wyl
De las dos Gltimas condiciones de (2) obtenemos: ¢, = —>—, ¢, = - ——
24ET 2ET
Y Wo (3 3 4 Wy 2 2
La deflexion buscada es: Y(x) = —— I'x - 2Ix” + x| = x(1 - x)1° + 1x - x
24ET 24ET

APLICACION: DEFLEXION EN VIGA VOLADIZA
Una viga voladiza asegurada en el extremo x = Oy libre
en el extremo x = 1, soporta una carga w(x) por unidad de
longitud dada por
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Y Wo 0 < x < 1/2 Wx) = 0 1/2 < x < 1
Hallar su deflexion
Ml La ecuacion diferencial y las condiciones de frontera son
dY _ W gex<1 (1)
dx* ET
Y(0) =0, Y0) = 0, Y1) = 0, Y"(1) = 0 (2)
v

Para aplicar L, extendemos la definicion de W(x) de la siguiente manera:
Wo 0 < x < 1/2

W(x) = (3)
0 x > l/2

Por la funcidn unitaria de Heaviside w’ se expresa w(x) = w,{u(x) — ux — 1/2)} (4)

Tomando L de (1) tenemos que, si ¥ = ¥(s) = Lj¥(x),

W _ —51/2
Entonces; s’y — s’Y(0) - s°Y'(0) — sY"(0) - Y"(0) = ﬁ {L}
S

De las dos primeras condiciones de la formula (2) y de las condiciones desconocidas y"©) = ¢, ,

W
Y"(0) = c, encontramos que: y = <L + <2 4 0§ _ o=¥?)
S S EIs
2 3 4 4
- o - 1/2
Invirtiendo los términos: v — S 4 S2X0 , Fo X0 Mo XD
2! 3! EI 4 ET 4!
2
Lo cual es equivalentea: S5 1. 3, Mo o 0 < x < 1/2
6 24ET
2
v = S 4 1 cx + Mo o T (x — 1/2) x > 1/2
2! 6 24ET 24ET
.. W 12 Ol - -7 .
Por las condiciones v"() = 0, Y") = 0 2 ¢, = 80 » = —— Asi la deflexion requerida es
BT
W,1° W, 1 W, W, Wo1? W,1 W
Yix) = —2 x? — = 34 0 Xt - 0 (x - l/2)4u(x - 1/2= 0 x? - =0 34 0 x*
16ET 12ET 24ET 24ET 16ET 12ET 24ET

2
0<x < 1/2,08€a Y(X)= Wol 2 Mol 5, Mo 4 _ Mo (x — 1/2) l/2 <x <1
16ET 12ET 24ET 24ET

APLICACION: DEFLEXION EN VIGA EMPOTRADA
Una viga tiene empotrados sus extremos en x = 0y
x = 1.Enel punto x = 1/3, actua, verticalmente hacia
abajo, una carga concentrada »z,. Hallar la deflexion l

resultante § ...........................
La carga concentrada en x = 1/3 €S p,(x — 1/3) donde
o es la funcion delta de Dirac o funcién de impulso. v
La ecuacion diferencial de deflexion y sus condiciones de

a'y
dX4
Y0) =0, Y0 =0 YI) =0, Y) = 0, 2

frontera son:

-5 Sx — 1/3) @
ET
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. P
Por L ,si ¥ = LY(x) tendremos que: s’y — s*v(0) — s°Y'(0) — s¥"(0) = ¥"(0) = é e (3)

.. —-1s/3
Llamo: v"©) = ¢, ya v"0) = ¢,, por las condiciones de (2): y = % + c—j L Doe - 4)
s s EI s

2 3 3
c1X o294 P, (x — 1/3)
1 4L & 4 20 /

Al invertir:  v(x) = ulx — 1/3) (5)
2! 3 ET 3
. 2 3
que equivale a: 3 c;x° + £ oyx 0< x < 1/3
1 2 1 3 5 3
Y(x) = 50X+ ¢ oyx +—(x—l/3) 1/3 < x < 1
6ET
‘e - 4p,1 ~20P,
De las dos ultimas condiciones de (2) hallamos: ¢, = ——, ¢, = ¢
27ET 27ET
2 3
Entonces la deflexion requerida es: v(o = 2025 _ 10Rx  B (o _ 1/3fulx — 1/3)
27ET 81ET 6ET
2 —
2Py x“(31 5x) 0 < x < l/3
81ET
2 —
osea; vix) = ZHXGLZ B (o yep pscoxo<g
81ET 6ET

APLICACION: PESO SUSPENDIDO EN RESORTE

Un peso de 16 libras suspendido de un resorte lo estira 2 pies. En el instante t =0 el peso se halla 3
pies por debajo de la posicion de equilibrio y se suelta. Asuma una fuerza amortiguadora de 4 veces la
velocidad instantanea. En el instante ¢ = 2 el peso recibe un golpe seco, desde abajo, que transmite 2
unidades de momento a la masa; ademas, en el instante + =4 se activa una fuerza externa con una
magnitud de 4 unidades. Entonces

1. Determine la ecuacion diferencial y condiciones iniciales que describen el movimiento.
2. Encuentre la posicion del peso en cualquier instante t.
3. ¢(Cuél es la posicion del pesoen t = 5?
Para hallar la constante del resorte: F=ks - 16=2k - k=8. Luego el modelo matematico es
XH8X +16x=2(-28(t-2)+4H(t-4)) > x(0) =3 > x’(0)=0 €™ fy
Aplicando L :s%X(5)-sx(0)-x’(0)+8sX(s)-8x(0)+16X(s)= -4 e* +8 e* s

38 + 3 4e25 8e—4s

+4)°X(s) = 3s+3 -4 e +8e® st > X()= —— - =
(SHAYX() = 3543 -4 €748 7S" > XO= (77 " (51 d)? * s(srd)

El 2 que acompafia a la funcién delta se debe a que el golpe es desde abajo con una intensidad de 2 unidades, ademas
recuerde que x(0) = 3, pues el peso esta por debajo de la posicion de equilibrio. Aplicando fracciones parciales:

3 9 42
X = Sy e
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Be—de 32e—3e

s+4 s(s+4)7

De donde obtenemos que
r(t) = 367 — 0te¥ _4(t — 2)e*DH (1 - 2) 4 R D H (£ — 4)

— 32(t— d)e Y H(t —4) 32

Y asi x(5) = 0,45137. La grafica de x(t) se muestra en la siguiente figura

10/10/13
45

TABLA DE TRANSFORMADAS DE LAPLACE

L{£(t) } = F(s)

1 1/s
2 1/
3 X
S
4 in n>0
s
5 1/ (s-a)
6 1
- n=1.23,
(s-a)
7 1
n>0

(n-1)

tn—leat

£(t)
1

T

tn—l
,01=1

tn—l

r(n)

eat
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senat
a

cos at

e™senat
a
e™ cos at

senhat
a

cosh at

e™senhat
a

e™ cosh at

ebt _eat

b—a
bebt _ aeat
b-a
senat — at cos at
2a’

t senat
2a

senat + at cos at
2a

cos at — % at sen at

t cos at

at coshat — senh at
2a’

t senhat
2a

senhat — at cosh at
2a

cosh at — % at senh at
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27 s? + a2 t cosh at
(67 —a*f
28 1 (3—a%2 )sen at—3at cos at
(S 24+a? )3 835
29 s t sen at —at® cos at
(32 +a? )3 833
30 s? (3—a%2 )en at—3at cos at
(s> +a?) 8a’
31 L cosh at + Eat senh at
(52 + a2)
32 f (3—a%2)sen at + 5at cos at
(s2+ a2} 8a
33 s° (8- a’t?)cosat—7at sen at
(32 + a2)3 8
34 3s’ -a’ t* senat
(s? +a) 2a
35 53_—3253 Ltz cosat
(52 + az) 2
36 s* —6a’s® ta“ 1 cosat
(52 - az) 6
37 s°—a’s t* senat
(s> +a?) 24a
38 1 (3+ a’t?)senh at — 3at cosh at
EEa 8a’
39 s at? cosh at —t senh at
2 2 )
(s2-a?) 8a’
40 s’ at cosh at + (a’” —1)senh at
(s2—a} 8a’
41 s° 3tsenh at +at’ coshat
(s2—a?f 8a
42 s* (3+a%t? Jsenh at + 5at cosh at
(s>-a?f 8a
43 s* (8-+a%t? )cosh at + 7at senh at
(67 ~a*f 8
44 3 +a’ t* senhat
(s2 —a2)3 2a
45 s® +3a’s

lt2 cosh at
2
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4 2.2 4
46 s* +6a’s ja —t* cosh at
(s> —a?)
47 s%+a’s t* senhat
(32 —a2)4 24a
48 1 at/2
e at at
v {«/ﬁsen\/_——cos\/_ 3‘“’2}
3a’ 2
49 S @i J3at J3at 3at/2
5343l oS —f3sen "= g
3a 2 2
50 s? 1, iz J§at
— 42 —
s°+a 3 2
51 1 —at/2
e at 3at
R L glat/2 _ COS\/_——\/é \/_
3a
52 S at/2
e at 3at
a0 _cosJ_—+ 3sen—— J_ +e7%2
3a 2
53 s’ 1( -atl2 o \/éatj
— + 2€ —
s’ —a 3 2
54 1
s* +4a
55 s senat senh at
s* +4a* 2a’
56 52 Zi(sen at coshat+cosat senh at)
s* +4a’ 2
57 5 cosat coshat
s* +4a’
58 1
s*—a*
59 s 1
——(cosh at — cos at
s*—a’ 2a’ ( )
60 s i(senh at + sen at)
s*—a’ 2a
61 s i(cosh at + cos at)
s —a* 2
62 1 e—bt _e—at
S+a++s+b 2(b-apat’
63 gals cos2+/at

Js Jnt
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sen2+/at
Jrma

2
a“ /4t
e

Jat

a e—a2/4t
2 t?
ot

—at

—€
t
2(cos at — cos bt)

t
(Senat) /t

e* /s k>0

n!
(S— k)n+1
1/(s-a) s>a

1
- 1_e—at
~(1-e ")



