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Cuando se disefia un modelo tedrico matematico, se busca idealizar y comprender un fenémeno
real, pretendiendo imitar su comportamiento, para describir su funcionamiento e interrelacion
operativa entre sus componentes, para luego, representarlas mediante algoritmos matematicos, los
cuales, seran utiles cuando mejor reflejen las caracteristicas del fendmeno real estudiado.

Captar el funcionamiento de un sistema real, implica que el fendmeno estudiado, sea entendido,
controlado y administrado para lograr algun objetivo, como incrementar el avance tecnologico,
para mejorar la calidad de vida de la sociedad.

Representar un fendmeno real mediante un algoritmo matematico, requiere un proceso operacional

Ejemplo:
e Descubrir la ECUACION DIFERENCIAL que mejor describa un fenémeno fisico.
Para esto:

o Plantear el fendmeno real en términos de algoritmos matematicos.
o Modelar, simular, analizar los algoritmos.
o Interpretar resultados de la simulacion matematica.

e Encontrar la solucion apropiada para tal ecuacion. Ejemplos:

Ley de Fendmeno fisico Ecuacion diferencial Parametros

Variacion de temperatura: T(t) 1.K: Constante positiva
1. Enfriamiento Del cuerpo respecto al tiempotes (T 2.A: Temp. medio ambiente
de Newton  proporcional a la diferencia entre at =k(A-T). 3..t: Tiempo
T y la temperatura A del medio t 4.T Temperatura del cuerpo.

donde esta inmerso el cuerpo

d%u , Pu .t: Tiempo
2. Ecuacion Vibracion de una cuerda: F =cC ﬁ .X: Coordenada del punto
De Onda Ecuacion diferencial en derivadas ' T sobre la cuerda

parciales de 2do orden:

1. K: Constante positiva
3. Torricelli Tanque que se vacia: av 2. h: Profundidad
Volumen agua V del tanque que - kx/ﬁ 3. .t: Tiempo
se vacia, respecto del tiempo t, es dt
proporcional a la raiz cuadrada
de la profundidad h
M: Matriz de masa
Desplazamientos de Masa: C: Matriz amortiguacion
4. Dinamica Ecuacion de 2do grado respecto Py)= Mx”’ )+ Cx’y+ KX K: Matriz de rigidez
Estructural  del desplazamiento X y su 1ra y X: Vector desplazamiento
2da derivada respecto al tiempo L. P YEDr e IETE,
t: Tiempo.
5. Variacion de Variacion de poblacional: dP 1. K: Constante positiva
poblacion Indices de nacimiento y mortalidad, —— =kP. 2. P: Tamafio de
respecto del tiempo t, proporcional dt poblacién

al tamario P: poblacion 3. .t:Tiempo


http://es.wikipedia.org/wiki/Matriz_(matem%C3%A1tica)
http://es.wikipedia.org/wiki/Masa
http://es.wikipedia.org/wiki/Amortiguamiento
http://es.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9todo_matricial_de_la_rigidez
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ECUACION DIFERENCIAL
Es la igualdad que contiene términos infinitesimales, tales como derivadas, diferenciales o integrales,
las cuales establecen una relacion entre la variable independiente x, la funcion buscada y = f) Y sus

n

derivadas y’, y”’...y .

Ejemplo:
y’ =2Xy + 1 Ecuacion diferencial ordinaria, donde:

) =fy:  variable dependiente o funcion incognita.
Y =T

o X: variable independiente.
s _dy
o Y = — ! derivadade y con respectoa x
dx
o ORDEN de la ecuacion diferencial Ejemplo: .
Dada por el orden de la derivada de mayor orden v (y?)+3xy’ = " Ecuacion de orden 3.

V' y”’+ 6xy’ +4y =1: Ecuacion de orden 2.

o GRADO de la ecuacidn diferencial

Es el exponente de la derivada de mayor orden Ejemplo:
- - - s s . - X
Si la ecuacion debe no tiene forma polindmica, no tiene grado v ( y”)4+3xy”’: g: Ecuacién de ler grado

CLASIFICACION: ECUACION DIFERENCIAL

ORDINARIA Tiene una variable independiente y derivadas ordinarias respecto a ella de la forma: ——

dx
dy f 2
Ej lo: 7/ - =
jemplo dx (x)
PARCIAL Posee variables dependientes en funcién de mas de la variable independiente y opera derivadas parciales de la
0
forma: Ay

OX

Ejemplos: 8_u dx + a—u dy = 0; 5_u + 8_u =0
X oy oy oX

SOLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL:

La solucion de la ecuacion diferencial es aquella funcion, que reemplazada en la funcion incégnita,

verifica la ecuacion. Tal solucion puede ser:

o Solucién general: Solucién de tipo genérico que es un haz de curvas, expresada con una 0 mas
constantes. Tiene un orden de infinitud de acuerdo a su cantidad de constantes.

o Solucion particular: Pasa por: P(X(), Y(0)), punto de la solucion de la ecuacion diferencial, en un Gnico
valor de C, de la curva integral que satisface la ecuacion, en el punto P(X), Y(0)) 0 condicion inicial.

o Solucion singular: Funcion no obtenida particularizando la solucion general que verifica la ecuacion.

La solucién de la ecuacion diferencial es la funcion encontrada mediante un metodo especifico o
alguna transformada. Ejemplo: Transformada de Laplace.


http://es.wikipedia.org/wiki/Polinomio
http://es.wikipedia.org/wiki/Transformada_de_Laplace
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Por otra parte, recordando que en matematicas las IGUALDADES pueden ser:

e IDENTIDADES: Si se verifican cualquiera sea el valor de las incognitas
Ejemplo: 3%X%y? - 2%y* = (3xy + 2y?) (3xy - 2y?)

e ECUACIONES: Si se verifican para algin/os valor/es de la/s incognita/s.
Ejemplo: 3Xy? - 2%y* = (3xy + 2y?) (3xy - 2y?)

Segun esto, a diferencia del algebra, una solucién determina valores de la incdgnita X que satisface a
una ecuacion como 4X + 2 = 0, la ecuacion diferencial busca la funcion desconocida y = fy que
satisface a una identidad )+ 3X =0

Ejemplo: Para la ecuacion diferencial. y>’ -2y’ +y=0

e Una solucién puede ser la funcién y = €*  Si verificamos tendremos:

y =¢° y’’- 2y’ +y=0 reemplazando sus valores
y’ =¢* e -2e"+e =0
y? =¢* -e¥+e* =0

e*=¢e* esto es una identidad

e Otrasolucion seria la funcion y = x e*  Si verificamos tendremos:

x e y?- 2y +y=0
e*+ xe* ef+e*+xe* -2 +xe)+xe*=0
="+ e +xe* ef+e*+xe*-2e"-2xe*+xe*=0 0=0 estoesunaidentidad

9 —

<

Luego, la misma ecuacion diferencial puede tener como solucion a mas de una funcion, asi, para
determinar la solucion buscada para el tipo de fendmeno fisico que queremos describir, la ecuacion
diferencial necesita de ciertos parametros llamados

CONDICIONES DE CONTORNO: Bajo las cuales se cumple el proceso fisico que describe el
modelo matematico desarrollado.

CONDICION INICIAL: De partida Y(X()) = Y(o) del fenémeno estudiado. Si: X(g)= 0 resolver
el problema de valor inicial de y* = fixy) para la condicion inicial Y(X()) = V(o). significa
encontrar una funcion diferenciable Y, para ambas condiciones:

o De la ecuacién diferencial: 'y’ = f(X,y) despejamos: dy = f(x, y)dx, e integrando ambos

miembros Jdy = | f(x, y)dx, tenemos la solucion general: y = | fixy) dx + C, donde C
es la constante de integracion.

o Si G(x) es una antiderivada de f(x) [0sea que: G’(x) = f(x) ], luego reemplazando en la solucion
general y = | fx) dx + C, obtenemos: y = G+ C

o Para satisfacer la condicion inicial Y(Xe) = Y sustituyendo x =X, e y =Yy,
en y=G+C obtenemos y,=G(x,) + C, dedonde C= Y- G(X(0).

o Lasolucion particular sera: y = [ f(x, y) dx + C = f(x, y) dx + Vo) - G(X)]
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Ejemplo: Resolver la ecuacion diferencial: y’=2x, para X,=0,y,=0

SOLUCION GENERAL.: N
Es la funcion y = f(x) + ¢ que transforma y’> =2 x en

identidad, donde C se define por las condiciones iniciales, asi se
genera una familia de curvas.

d
De: % =2x; >dy =2x.dx > [dy = [2x.dx;

X2 2
resulta y:27 +cC y = X+¢C

SOLUCION PARTICULAR: s
Con la condicidn inicial y(X,) = Yo, para la solucion particular
es:C = Yo - G(Xo)

Reemplazo x,=0,y,=0 enC= Y, - G(X,) =0,
Reemplazo ¢ = 0 en la solucién general y=x* +c¢

y= x* +0 resultala solucion particular y = X2

INTEGRACION DIRECTA

Para resolver la ecuacion diferencial de forma: Ejemplo:
Gdy =Fdx Resolver:  dy = 4xdx +3dx

o Integrar ambos miembros:

JGydy = [Fpodx e Jdy = 4fxdx +3]dx

En la practica todos los metodos de solucion de ecuaciones A2
diferenciales concluyen en esta instancia o y=2X"+3x+cC

1 4
Ejemplo: Para resolver: dy = 2x2dXx - ECOS X dx + ;dx

1 4
Integro directamente ambos miembros: [dy = 2/x*dx - EICos x dx + ;Idx

—sz 1S nx + 4lnx+
Y= 3 Se c

Ejemplo: Para resolver: dy = 5x°dx + Sen x - 2x
Integro directamente ambos miembros: Jdy = 5/x*dx - [Sen x dx + 2/xdx

y:%x“- Cosx - X2 +¢
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SEPARACION DE VARIABLES

Para resolver la ecuacion diferencial de forma: Ejemplo:
C O | dy cos’y
¥ gx ) Resolver: dx _ sen x
o Separar sus variables para llevarla a la forma: dy dx
. 2y can?
Gy)dy = Fdx COS"y sen*Xx

Sec’ydy = Cosec?x dx

a Integrar ambos miembros:
[Sec’ydy = JCosec? dx

JG) dy =[F dx

Tgy=-Cotgx+C

Ejemplo: Para resolver y?dy —3x°dx =0, separamos las variables y?dy = 3x°dx
3 6

' ' X
Integramos ambos miembros J ydy = J 3x°dx luego: y? =5 +C
Ejemplo: Para resolver: 3y? gy +2x° =0, separamos variables 3y?dy+2x%dx =0,
X
: . 2 3 3y3 2 4
integramos: SJ' y2dy = —Zj'x dx Porlotanto  2Y — - X
V1-x2  41-y?
Ejemplo: Para resolver y’ N +\/1— y? =0, separamos variables ™ + dyy =0,
CoW1-x? 1-y? . dx dy
luego: =— , € integramos: I = —j
dx dy | V1-x2 1-y?

Ejemplo: Resolver 5Co sec.y.z:y +8.5en*.x =0 Separando variables e integrando
X

5] Cosec.y.dy = —8J' Sen’.x.dx  Recurriendo a tablas obtenemos la solucion

X Sen?.2x

5.In.(Cosec.y.—.Cotg.y).= .—8.(.5— 4 )+cC

dy
dx
jSecz y.dy = Zj Cosec.xCotg.x.dx de donde: Tg.y =2.Cosec.x+cC

Ejemplo: Resolver ~ Sec®.y.—> —2.Cosec.x.Cotg.x =0 Separando variables

_ dy 1+vy? ) ~dy dx . _

Ejemplo: Para resolver I~ 1o x? separo variables: Ty 1exE integrando:
dy =] dx .=arctgy = arctgx + arctgC=>y=tg(arctgx +arctgC) = x+C
1+y? "1+x° 1-Cx
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APLICACION: DISTANCIA DE FRENADO

A qué altura debe activarse los retro propulsores capaz de producir una desaceleracion de 20000
Km/hora por hora, para que una nave que cae libremente a una velocidad de 1000 Km/hora, alunice
sin impactar sobre la superficie lunar?.

Los datos del problema:

=9
Xo O Aceleracion de frenada: @ = 20000 Km/hora?

V, = 1000Km/h

O Velocidad de lanave: vV, =-1000 Km/hora

O Altura de la nave en el momento t = 0, inicio del frenado X, = ?

A O Altura de la nave respecto de la superficie de alunizaje: X = ?

Por la segunda ley del movimiento de Newton:

1) De:a = (cji\t/ > dv=adt > v= Ja.dt; siaconstante: v=at+ C,

2) Deiv= (cjj)t( > dx = v dt, integrando: Xn=[v.dt = [(a.t +v,)dt =[a.t dt +fv,dt = ;a.t2 +Vot +C,
Al alunizar: t=0y X =X,, luego: X, =a.0’ +v,.0 + C, 2 X, = C..

) 1 o
La altura buscada sera: X = Ea.t + Vot + X, [2]

Reemplazando valores de los datos:

e TIEMPO PARA ACTIVAR TRETROPROPULSORES:

De[1]: V=a.t+Vv,= 20000.t — 1000, para evitar impacto, la velocidad de la nave debe ser V = 0.

L v+1000 _ 1 _ .
El alunizaje sera luego de: t = ————— = — horas = 3 minutos, de activar los retro propulsores.

20000 20

e ALTURA PARA ACTIVAR LOS RETROPROPULSORES:
1 1
Reemplazo t= 0 horas, en [2]: Xy = Ea.t2 +V,.t+ X, =10000.t*- 1000.t + X, ,

Xe = 10000. (%)2 - 1000. % + X,

Para el alunizaje x, =0, los retro propulsores deberan encenderse a una altura de

X, = - 10000. (i)2 +1000. L 25 Kilémetros.
20 20
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APLICACION: CUERPO DE MASA VARIABLE
De la superficie terrestre se dispara hacia arriba, un cohete
e De masa estructural my,
e Contiene combustible de masa inicial m,,
e Quemando combustible a indice constante a (-0 = ‘;—’:'

e De masa variable total del cohete m
e Expulsando productos de escape hacia atras, a velocidad
constante b en relacion al cohete.
Despreciando fuerzas exteriores excepto la gravitacional mg,
donde g (constante); encontrar la velocidad v y la altura h alcanzada
al momento de agotarse el combustible.

Solucion:
En el instante inicial del disparo: t = 0, la velocidad es: v = 0 y masa total del cohete: m = m; + m,
Si:
Y F: Fuerzas que acttan sobre el cuerpo.
w: Velocidad en relacion a m de la particulas que se desprenden del cuerpo.

Por 2da ley de Newton: F = %(mv) = 2F+(v+w)Z—T:ZF+v'Z—T+wZ—T

m% =YF+ W(Z_T ; como ‘Z—T = —a: Ecuacion de variable independiente t y derivada de la forma (Z—T .
’ Separo variables: G(m) ﬂfi—';' = F(t) > G(m)dm = F(t) dt
Integro: [ G(m) dm = [ F(t)dt
S dm=—-adt > [dm= [—adt>m=—at+ C;(1)
-
S S Solucién general: Haz de rectas de pendiente negativa (—a),

\ paralelas, desplazadas verticalmente, segun la constante C; .

eI

C4, que satisface la condicion inicial:
Ent = 0, m = my + m, entonces: m = —at + C4 (1), luego:
my + my, = —a0 + C4. Por tanto: C; = m4 + m,, luego:

m = my +my — at (2) Solucion particular es la recta cuya ordenada al origen: Cq = mq + My, y pendiente (- @).

Comow=—-b,YF=-mgy ‘Z—T = —a. Por Newton para masa variable: m% =YF+ w%l
Entonces: m% = —mg — b(—a), 0 sea: m% =-—mg +ab (3)

Reemplazo (2) en (3): (m, + m, — at) %

Despejo % dividiendo ambos miembros en (my + m, — at):

=—(my + my, —at)g +ab (3)

Solucion Particular: Solucion de la ecuacion, en Unico valor de
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| | % =—-g+ (m+bat) Ecuacion diferencial ordinaria: Tiene una
| 1 2=
{ | variable independiente (t) y derivadas ordinarias respecto a ella de la
== l ; forma % :
—_— . Separo Variables: dv = [-g + ab/((in, + m, — at) )]dt

Integro: [ dv = [[—g + ab/((my + m; — at) )]dt

v=—gt— %blnlml +my —at|+Cy, =—gt—blnjmy + my, —at| + C, (4)
v =—gt—bln|my + m, — at| + C, Solucion general
Solucién Particular: Condiciones iniciales: ent =0, v =0

0=0—-bIn|m; + my| +C, Por tanto: €, = bIn|m; + m,|
Luego: v = —gt — bIn|my + m,; — at| + bln|m, + m,| (5) Solucion particular

Comom = my + my, — at (2), y como el tiempo de apagado se produce cuando m = my, ya que no hay
combustible, es decir: bmy = my + my, — at

Por tanto: bbat = m, entonces t = % (6), entonces v = velocidad de apagado

Por propiedades de la diferencia de logaritmo acomodamos la expresion (5) y obtenemos:

_ my+m, ; . — _gm my+m,
v=—gt+bln |—m1+m2_at (7), luego sustituyendo (6) en (7): v T bIn S —.
Finalmente: v = — % +bln |% es la velocidad al momento de agotarse el combustible.

1

APLICACION: CUERPO DE MASA VARIABLE: COHETE SATURNO V

Saturno V, pis6 la superficie lunar el 20 de Julio de 1969.

Datos:
e Masa total al momento del lanzamiento: m=2903t
e Masa del carburante o combustible: m, =2.000t
e Masa estructural: mi=m-my=> m; =903t

e Ritmo de pérdida de masa por segundo del cohete: a = % m = 2.093.000 kg/60 s = 34.883 kg/s
e Velocidad de escape de gases de la nave (constante): b = 3.000 m/s

La Velocidad al acabarse el combustible:

(2.000.000?9,8 Sﬂz)

m mi+m
v=—ﬂ+bln|#|—)v=—
a mq

+3000 ? In |2.903.000 kg|

34,883’%9 903.000kg

v=12.941 ?z 10.587 Km/h



Matemidtica Superior ?(/aﬁcm/ﬂ ECUACIONES DIFERENCIALES
14/08/13 Wilo Canpio Cactres Pagina 11

APLICACION: MEZCLAS QUIMICAS
En un tanque lleno de 40 It de salmuera, contiene 2,5 Kg de sal disueltos, se introducen 8 It por minuto de
salmuera que contiene 0,4 kg de sal por litro Y la mezcla, bien agitada, sale del tanque con el mismo gasto.

a) Determinar la cantidad de sal contenida en el tanque en cualquier instante.
b) ¢ Cuéanta sal contiene al cabo de 10 min?
c) ¢Cuanta sal contendra después de un intervalo de tiempo muy largo?

Solucion: Sea:
o Kilogramos de sal que se hallan en el tanque al transcurrir t min: A
e Razon de variacion en relacién al tiempo t de la cantidad A de sal:  dA/dt.

dA/dt = proporcidn de la cantidad ganada — proporcion de la cantidad perdida (1)

e Cantidad de sal entrada por minuto: Si entran 8 it/min que contienen 0.4 kg de sal por litro,

8'—t *0,4k—g = 3,2k—(j:J Que es la proporcion en que se aumenta la cantidad de sal. )

min It min

e Cantidad de sal salida por minuto: El tanque siempre contiene 40 litros y como A kg de sal en
cualquier instante t, la concentracion de sal en el instante t es de A kilogramos por 40 litrosS.

Akg , 8lIt  Akg
40lt min  5min 3)

e Variacion de la cantidad de sal por minuto (1), 2) y (3): dA _ 3,2 —é
- dA : . dA dt t
Multipl 50 5=——"=16-A, bl tegro: | ——— = |— =2 -In(16-A)= -+C 4
ultiplico por at separo variables e integro 6_A J. 5 ( ) : (4)

Para A=25cuandot=0: - IN(16-2.5)= C > C =-1n 13.5, reemplazoen (4): -In(16-A)= é- In 13.5

Separo variables y multiplico por -1: +IN(16-A) - In 13.5= - %9 |nM __ts A=16—13,5e_% (5)
135 5

Cantidad de sal del tanque en instante t = 10 min: en (5) : A= 16 — 13.5e = 14.2 kg de sal

Cuando t > o, serd A = 16 kg, valor que podria obtenerse a partir de la ecuacién diferencial haciendo
dA/dt = 0, puesto que A sera constante al alcanzarse condiciones de equilibrio.
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APLICACION: ESCAPE DE LA FUERZA GRAVITACIONAL
¢Con qué velocidad inicial vy debe lanzarse un objeto de masa
m desde la Tierra (R=6371Km; 9,8m/s?) para que no regrese atraido

por la fuerza gravitacional?
Solucion:
2

mgR
- > Y como: F:mazmﬂsm%ﬂ ecuacion
(R+x) dt  dtdx

de variables separables: F = mv%

— ng

vdv =
(R+x)°

dx > jvdv:_[ ﬂdx% v 20R°
(R+X)2 R+ X

Como x (0) = 0: VO2 =20R+cC C:VOZ—ZgR

2

Luego la solucion particular con v =V para x=0es: v? = 29R +v,° —29gR
X
Reemplazo: v? = 2(9,8)(4058964) +0-2(9,8)(637]) = 7955569636 —~1248716
6371+0 6371

v? =1248716-1248716 =0> v=0

velocidad inicial del cuerpo con masa m para que cuando al lanzarlo no regrese a la tierra.

APLICACION: CRECIMIENTO POBLACIONAL

Determinar para dentro de t =30 afios, €l tamafio de una poblacion que actualmente tiene P =500
habitantes y que crece en una década(t =10 afios), a razon de 15 %.

Solucion:
Variacion de poblacion P en el tiempo t:  dP/dt = k .P(y), Donde k: Constante (Si k>0 P crece; Si k<0 P decrece)

Variacion de poblacion P ano): P = P(0)+0.15 P =500+0,15 . 500= 575

Variacion de poblacion P aos):
dP/dt =k P > dP/ Py =k dt > [(dP/ Pyy) = k [ dt>In P=k(t+c) > P=e"" > p=eV B

Para: P(=500 > 500=e*?B > B=500 -> P=500¢e™*"
Pap=575 > 575=500e"*? > eV =575/500 > k=0,014-> P=500 ***"

Variacion de poblacion P anes: P = 500 €% = 761 habitantes
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APLICACION: INTERES COMPUESTO

Al prestar dinero, luego un tiempo se devuelve una cantidad mayor, por el interés (indice que mide
la rentabilidad de los ahorros) O cOSto del crédito prestado, que compensa por la dilacion de su consumo, la
inconveniencia de no hacer uso del dinero durante un tiempo, por el riesgo asociado a que el préstamo
no sea devuelto o que la cantidad devuelta tenga menor capacidad de compra por la inflacion.

o INTERES SIMPLE Interés producido durante el tiempo que dura una inversién, esta en funcién dnicamente del
capital principal, la tasa de interés y el nimero de periodos.

Laformulaes: Is=Cpiit > Cy=1/(1.t)>1=1s/(1.t)>t=15/(C,.i) Donde:
ls: Interés Simple

C,: Capital Inicial

I:  Tasa de interés en tanto por uno, ( multiplicada por 100, queda expresada en % ).
e t: Tiempo expresado en afios.

e INTERES COMPUESTO: Costo del dinero, beneficio o utilidad de un capital Inicial (Py) o principal a tasa

de interés (1) durante un periodo (t). Los intereses que se obtienen al final de cada periodo de inversion no se retiran
sino que se reinvierten o afiaden al capital inicial.

o Primer periodo: Valor final \V/r = Valor inicial (\/) mas interés: A = P(1+i)"

Reemplazo A por Ve y P por V, para un ler periodo se obtiene, dado que Vi es el valor final; V es el valor

inicial; I interés del periodo y N el namero de periodos: Vi = V/(1+1)
o Segundoperiodo: VF=V(1+1)-(1+1) 5 Ve=V-(1 +1)°
o Tercer periodo: VF =V " (144)2-(1+4) 5 Ve=V-(1+i)?
o Generalizando: Vg = V(1+i)" Donde: Ve Valor final; V : Valor inicial; i interés del periodo y n : Nro de periodos

Ejemplo: Con un capital de $1000 a una tasa del 11%

El valor final en: La sucesion: a,=1000 (1 +0,11) "

a;=1110

1 afio, seria de 1110 a,=1232,1

2 afios, seria de 1232,1 a;=1367,63

3 afios, seria de 1367,6 a,=1518,07
a;=1685,05
a;=1870,41
a;=2076,16
ag=2304,53

Limite de la sucesion: limx - « llOO(1+ O,l)X J: oo La sucesion, no converge, por lo tanto es divergente

Sucesion creciente o decreciente: Reemplazando n por n+1 - a,,; =100 (1 +0,1) nrl

Verificando a,<an;; > 100 (1 +0,1) "< 100 (1 +0,1) ™, se cumple esta condicion, la sucesién es creciente.
A tasa de interes r, la relacion es la cantidad de dinero S, respecto del tiempo: dS/ dt = r.S

Ejemplo: Determinar el interés anual r que duplica en 7 afios, un depdsito de S, pesos.

dS/dt =r.S > dS/S =r.dt > [ dS/S =r [dt > Ln(S)=r.(t+c) > S=B.e"' > S;=B.e"* DB =S,

Para t=7 afios:
2S0)=S-e™> 2=¢e"> Ln(2)=7r >0.693=7r > r=0.10=10% interés que duplica el capital en 7 afios


http://es.wikipedia.org/wiki/Rentabilidad_econ%C3%B3mica
http://es.wikipedia.org/wiki/Ahorro
http://es.wikipedia.org/wiki/Cr%C3%A9dito
http://es.wikipedia.org/wiki/Inter%C3%A9s
http://es.wikipedia.org/wiki/Inversi%C3%B3n
http://es.wikipedia.org/wiki/Dinero
http://es.wikipedia.org/wiki/Beneficio
http://es.wikipedia.org/wiki/Capital
http://es.wikipedia.org/wiki/Inter%C3%A9s
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SUSTITUCION
Ejemplo:
Cuando no es posible separar las variables de una dy
ecuacion diferencial, se puede: Resolver la ecuacion: d_x = (X-Y) 2
o Reemplazar dos o mas variables Desa”o”oze' binomio: )
reales por otra variable ficticia. dy = (X —2xy + y°).dX > dy=x’dx-—2xydx+ y’dx

Como: 2XydXx, no permite separar las variables (X, Y):
Uso la variable ficticia: U = X -Y [2]

_ du dx dy
o Separar, respecto a la variable ficticia, Derivo [2] respectode X: o0 = 4~ 4
sus variables para llevarla a la forma: v=1-y > y=1-u [3]
Gmdy - F(X)dx e Reemplazo [3],[2] en[1] :
_ 2 s _ 2 y _ 2 du _ 2
1-w=u 2> -v=u-1 > v=1-v"—==1-u
dx
o Integrar ambos miembros: e Integro:
I du —jdx x—lln1+u+c
JGy) dy = [F, dx 1-u® > Ty .
o Reemplazar la variable ficticia e Reemplazo [2] U=X-Y €N [4:
por sus valores reales 1, 1+x—y
==In—+c
2 1-x+y
Ejemplo: Para resolver la ecuacion jl =(x-y)? [1]
X

Desarrollo el binomio: dy = (X* —2xy+y*).dX, > dy = x%dx — 2xy dx+ y?dx, pero 2 x y dx,
no permite separar las variables (x, y), por ello:

e Uso lavariable ficticia: u = x-y [2], que

du dx dy

e Derivando [2] respecto de x: o dx dx 220w =1-y 2> y=1-uv |[3]
. s _ 112 s _ 2 > _ 2 du _ 2
e Reemplazo [3],[2]en[1] : 1- w=u" = -uw=u-1 2> uv=1-u"=-> F_l_u’
X

jdu j 1, 1+u

e Separo variables e integro: 1- 42 =) dx > X:EInrJrC [4]
1, 1+x-y

e Reemplazo [2] u=x-y en [4]: X=§ nm+c
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L, dy X X - dx
Ejemplo: Para resolver la ecuacion a resulta: y :f [1]
X x*+1 VxZ +1

Sustituir: U = X2 +1. [2] luego: du=2xdx, [3] dedonde: x.dx = dz [3]
X-dx _ 1y 1 U A
Reemplazaren [1],[2] Yy [3] : ¥y = j I ——Iu 2du==-—+C =U"?2+C [4]
o 2 2 %

Reemplazaren [2] en [4]: y= VX’ +1+C

- d
Ejemplo: Resolver la ecuacion d—i = x2.cos(x?) resulta: y:_[x2 -cos(x®) - dx
I 3
Sustituir: U = X"; luego: du=3x?-dx, dedonde: x*.dx = du
LU9903IX -cos(x°) - dx = 3J.cos(u) du_;-sen(u)+C :;-sen(x3)+C
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ECUACIONES DIFERENCIALES EXACTAS

1. Tiene la forma de: Pxy) dX + Quydy = 0 [1]
2. Cumple la condicién de: 0 P(xy)/0y = 0 Q(x)/0x 2]
Se resuelve con la formula: U= [Py)dx + [[Quy)- a (JPxy)dx) 10y
&

Para resolver estas ecuaciones Ejemplo:

verificar si tiene la forma de:

Py dX + Quydy = 0 1 3xdx+4ydy = 0 [
Por comparacion de [1]con [i1] :
O Deducir: Resultan:
° P(ny) =7 [ {:1/']] g(x,y) :: UUX ::3)£(1y
* Quy=? v ) = Y
= oP _ 0Q
Q \Verificarsi: & = 2= dP _ dQ _ <
EY, OX Como: dy 0 vy dx =~ 0, luego, la ecuacion es exacta

Reemplazo: Pixy) = 3X y Quy) = 4y

Resolver mediante la formula: &
U= j3x.dx +_[ (4y —E(J.S.x.dx))o”. y

U =[Ppydx + [[ Quy) - jy (P(yydx) | oy

U =3_[x.dx+4j ydy—.[ é(?;XTZ)O”.y

¥
x> 4, _3x2 )
U= > +2y —-0+C 5 +2y°+cC

DETERMINACION DE LA FORMULA:
Q Si[1]: Py dx+Q«ydy = 0 tiene por solucion a: U(x,y), su diferencial es: dU = 66_U dx + == ou dy [3]

X oy

' ouU _ ouU
a Comparo [1] con [3]: P(x,y) = 8_ [41 vy Qxxy) = == [5]
X

Q Integro [3]: JdU _I dx +19Y gy =uxy) = I dx + Y gy, -Iidx +(y)  [6]
oy oy

ou ajau
ERA

Q Comparo [5]y [7]: Q(x,y) = Iidx 4+ d — f(y), luego: 7f(y)=Q(x,y) Iidx [8]
oy OX dy dy oy OX

O Derivo [6] respecto de : + dif(y) [7]
y
0 Integro[sﬂdf(y) Qxy) - (,fy T2 dx ], > f(y) =l Qxy) - f—dx]dy [9]
dy
0O Reemplazo f(y)de[9] en[6]: U(xy) = J dx+J [Q(xy) - ayI_olx]dy [10]

0 Reemplazo [4] P(xy) = aa_U en[10] > U=IP(X,y)dx+I[Q(ny)-7(IP(ny)dx)]b‘y
X &
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DETERMINACION DE LA CONDICION: % - 56_(?
X

O Reemplazo [4] P(x,y) = @ , en [8]: if(y) =Q(x,y) - EIQ X > F'y=Q-— ﬁ(j Pdx) Expresion que
OX dy oy OX ¥
tiene sentido solo si F’y es solo funcién de 'y

O Para ello es necesario que la derivada de F’y respecto de Xx sea cero, 0 sea que:
OF'y 2.Q o.0 oQ OP . oP _ 0Q
= — P. =0, 2 ——— —0,luego: Z_ = == cqqd.
. X OX O0.Y.0.X (I dx) =0 0 J qq

a.x oy oy  OX
dy  2xy°

Llevar la eduacién dada al formato: Resolver: —=————
Pixy) X + Qupdy = 0 dx 37y
AAPdy =-2xy*dx > 3%y dy +2xy*dx=0 qn

Comparando: [1] con [II] :

Q Deducir: Resultan:
e Puy=7? mm o Py = Ux= 2xy® [
* Quy=?7 v e Quy= Uy= 3X2y2 [Iv]
Q  Verificar si la ecuacion dada cumple la d
op _ 00 P Como: apP _ 6xy? y d%? = 6y, la ecuacion es exacta.
condicion €& = =< y
oy [0)4

Reemplazo: Pixy) = 2Xy° v Quy) = 3X%Y*

Reemplazar: [111] y [IV] de Pxy) y Qxy) o

en la formula: Y Y U :J‘ny?’dx+J‘[3x2y2 —E(J‘ny‘?dx)]dy

U = [Pyxt [ Quy - 7 (Peyydn) | 0
xydx ) d'y( oxydx) | dy U =x2y3+j[3x2y2—3x2y2]dy

U=x*y*+ ¢

Otro modo de resolver ésta ecuacion es usar los para obtener la formula

En iy Peeyy = Ux =2Xy°,  integro; J2xy3 dx U= X2y3+ Oy = V]

Derivo [V] respecto de: Y
Uy =3V "+ g% v

Igualo [Iv]y [VI]
wy =3t g > g =0

Integro: Ig’(y) Jy) = Ig’(y) = IOdy =0+c [viI]

Reemplazo: [vII] en [V] U=x? y3+ C
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-y 3 dx 1 =
Llevar la eduacion dada al formato: Resolver: (7 —4x"+ 3ysen3x).d—y +(2y— X cos3x) = 0
Pixy) X + Qupdy = 0 Multiplico por dy:
(l2 —4x3 + 3ysen3x).dx + (2y — 1 cos3x)dy =0 [i1]
X X

Comparando: [I] con [l :
Q Deducir: Resultan:

=9
* Puy=? Piy = Ux= (2 —4x° + 3ysendx) [ii]
e Quy=? v X
_ _ 1
Q Verificar si la ecuacion dada cumple la Qo = Uy = (2y—;—cos3x) (i
. oP _ 0Q d
condicion £ = =< cdP_ 1 Q_ 1
ay X Como: dy = (7+33en3x) Y dx = (7+3sen3x),

la ecuacion es exacta.

U= I(lz —4x° +3y.sen3x)dx + J'[(Zy e c0s3Xx)
X X
0
-
oy

Uu=-Y_x‘_ y.c033x+_[(2y—1—cosSx+1+0033x)dy
X X X

Reemplazar: [111] y [IV] de Pxy) y Qxy)
en la formula:

U = [P(y)dx+ [[ Qpuy) -gdPa,y)dx) 1 oy I(X—yz —4x° +3y.sen3x)dx]dy
= —%—x“ —y.c083x+y*+cC
Otro modo de resolver ésta ecuacion es usar los pasos para obtener la formula general:
e Integro [3]: U= I(X—yz—4x3 +3ysen3x) = (% —x* 4+ yCos.x) + g(y)
o Derivo respectodey: U, =- % -Cos 3x+ g’(y) 4]

e lgualo [4]y [2]: (2y—%—c053x) =- % -Cos3y +g’(y) > g’ (y) =2y

. Integro g’(y) : [2ydy=y*+ ¢ [5]

e Reemplazo[sly[3: U= _Y_ x* —y.cos3x+ Yy’ +cC
X
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Ejemplo: Resolver: ( 3y? + 10xy? )dx + (6xy - 2 + 10x%y )dy = 0

Comparo con: P(x,y)dx+Q(x,y) dy=0 > P(xy) = U, =3y +10xy* [1];  Q(xy) = U, = 6xy -2+ 10x°y 1]
Como: ccijl; =06y + 20Xy y también ((jjg =6y + 20XYy: Aplico: U =[Py dx+/[ Quy) 'g(IP(x,y)dx) 10y

U=J (372410272 ygy 4

Flexy —2 +10x'2 v) — (dvied)(Jo( 3y'2 4+ 10xy™2)dx] dy

z ; d, a1,
3y L 10 3 l [{Ex}f -2+ 1(}1'2_1.'] - | 3vix + 10x%y) ]a;.'
u="- 27+ dy* '

l[ﬁx}' — 2+ 10x%y — 6xy — 10x3v]dy

. . . 12dy . I
y=3y*x - ax*y* ’ ; > U=3y*x = 3x°v* 2y +C
Otro modo de resolver ésta ecuacion es usar los pasos para obtener la formula general:
De [I] U, =3y? + 10 xy? integro: [dU= J(3y?+ 10 xy?)dx U = 3y?x + 5x%y*+ g(y) [l11]
Derivando [I11] respectodey: Uy = 6yx + 10x%y + g’(y) [IV]

u=3vix + 5xdy?

Igualo: [1VV] = [11] 6yx + 10x%y + g’(y) = 6xy - 2 + 10x%y resulta: g’(y) =-2; 0 sea dgd())/) = -2

Integro: Jg(y)=-2Jdy  dedonde g(y)= -2y+C [V] Reemplazo[V]en[Ill]: U=3y’x+5x%?-2y+C

Ejemplo: Resolver (2x - 3y ) dx + ( 2y - 3x ) dy = 0 Comparando con: P(X,y)dx + Q(x,y) dy = 0

Resultan: P(X,y) = Ux=2x-3y [I] Qxy) = Uy=2y-3x [i]
d
Como: (él; = -3 ytambién TS = - 3. Aplico: U= J.P(X'y)dX +]| Qy) ';(Ip(x,y)dx) | oy

U=J2( 2% — 3y Ydx + [EI@y — 3% — (dy'd)(= [(2x - 3y] )dx] dy
- [ d, \
xf-3xv+ l [(2}? — 3% — ! w2 — 3xy| ]a

U= y
i -3y + l [(2}? -3x) + 31‘] dy . l [(2y)] dy . .

U= . S U= x* - 3Iny 4 SU=** —3xy 4y*

+C

Otro modo de resolver ésta ecuacion es usar los pasos para obtener la férmula general:

e Comode[l] Uy=2x-3y, integrando: JdU= [(2x-3y)dx U =-3yx+g(y) [IlI]

e Derivo [I1I] respectodey: U,=-3x+g’(y) [IV]
e lgualo [IV] =[I]: - 3x + g’(y) =2y — 3x resulta: g’(y) = 2y; o sea d%(yy) = 2y Integrando [g(y)=

2Jy.dy, luego: g(y) =y* +C, [V] Reemplazo[V]en[Ill]: U=-3yx+y*+C

Ejemplo: Resolver:  ye*dx+e*dy=0

Comparo con: P(x,y)dx+Q(x,y)dy =0 > P(xy)=Us=ye*;  Q (xy) = U=¢"
JdP L dQ _ . o
Comoo: dy = e’ , también X e*, aplico: U=[Pdx +][ Quy) -@(IP(X,y)dx) | oy

u=l ke 1 oo Sl — dv'd) (= K(ye'x 3 ydx] dy

. ! [e* — 43y e™) | dy - l[E"" — e¥]ldy .
U=y & +- >uU=yf& + >u=y£&" +c
Otro modo de resolver ésta ecuacion es usar los pasos para obtener la formula general:

Como U, = ye* integro esta expresion: IdU = I ye.dx U=ye*+g(y) (1)

Derivo respecto de “y™: Uy = e*+g(y)= ¢ > g(y)=0 > d%(yy) =0

Integro J.g(y). = .O.J.dy, > g(y) =0=C, reemplazoen (1): U=ye*+C
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Ejemplo: Resolver: 2 xy dx + (x* + cosy) dy = 0
Comparo con: P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0 > P(x,y)=Us=2xy; Q(xy)= U, = (x% + cosy)
d
Como: gl; =2x y también dg =2x ,aplico: U= IP(X,y)dx +]| Q) _jydp(x'y)dX) | oy

u=I= E2xy T yax+ f [(x'24cosy) — (dy'd)([( 2xy)dx] dy

. ] [( 2% + cosy) — ;5(x7y) | dy 2 I[( x4 cosv) - x3dy
U=ty +.- 2> U=ty +.
2 |lcosylldy P
U==x y+ - > U= y+51]1_‘+ +C
Otro modo de resolver ésta ecuacion es usar los pasos para obtener la formula general:
e ComoU,=2xy integrando: IdU = .[ZX.y..dX U=xy+gy) (1)

e Derivando respecto de “y”: Uy = X2+ g'(y) = x> +cos.y dedonde g'(y)= M = cosy

dy
e Integro Ig(y). = J.Cos.y.dy > g(y)=Seny+ C; Reemplazoen (1) U=x% +Seny+C

Ejemplo; Resolver: (x?+ y?)dy + 2xy dx =0
Como: Q=(x*+y’); P=2xy Derivando: Q,-2x; Px=2xCumple Qy-Py

U=|P .y dx+[Qy)- g Py dx)]dy = [2xydx+[(x*+y?)- 2 (J2xydx)].dy

U = yx? +J'[x2 +y? —%(yxz)]dy U=yx’+(13)y° +¢c
Otro modo de resolver ésta ecuacién es usar los pasos para obtener la férmula general:
e Como U, =2xy integro: _[ du = _[Zx.y..dx U=x%+g(y) (3); Derivo respecto de “y”: Uy = X2+ 2’ (y) 4
e lgualo (4)y (2) (X*+y*)=x+g!(y) ,resulta g’(y) =Y’
3 3

lglvi= [yzdy = Yoac

e Integro - (5) Reemplazo (5) y (3) U=y x*+ (1/3)y*+ ¢
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FACTOR DE INTEGRACION
1. Laecuacion diferencial de forma: Pxy) X + Quydy = 0 1]
que NO cumple la condicion: OP(xy)/0y = 0Qxy)/0X 2]

2. Puede transformarse en exacta mediante un FACTOR de INTEGRACION:

1

o Opcidn 1: el P donde > Fy = 6
., [Fay 1
o Opcion2: e donde > Fy = 5 (OP(xy)/0y - 0Qxy)/0X )  [4]
3. Multiplicar la ecuacion [1] por el factor de integracion [3] o [4], luego verificar la condicion [2]
Si se cumple la condicion [2], resuelver con: U = [Py)dx + [Quy) - 2 ([Pydx)10y
&
Llevar a forma: P(xy)dX+Qxydy=0 [a] 2ydx+xdy = 0 [b]
Comparando: [a] con [b]
Q Deducir:
® Pxyy=? m Quy=7? mm Resultan: Pyy= Ux=2y 1 Quy = Uy= X [
e o P —AQ
O Verificar si: T Como: c(:ITI;: 2y %gz 1 > la ecuacién no es exacta
Funcidn factor de integracién:
Determino FACTOR de INTEGRACION: 1 P &0Q 1 1
- o TR0 : Fx==(—-—) = ~.2-)==
Primera opcion: e donde: Q'Ay Jx X X
1
Fx = 6( OP(x)/ 0y - 0Qxy)/0X ) Factor de integracion: elFeoux = ejxd'X = g9x =x
Multiplicando por el factor de integracion, Multiplico 2y dx + x dy =0 por el factor X:
obtengo la nueva ecuacion 2xydx + dey -0 [l
Comparando: [a] con [c]
Py dX +Quydy =0 [a] ,
a Deducir: Resultan: Py = Ux=2xy 1 Quy = Uy=x (1]
® Pxyy=?M Quy=?
o P _Q dP dQ »
Verificar si: & = =< Como: av = 2X y &%= 2X = la ecuacion es exacta
oy X y X
Resolver con: Pxy) = ... v Quxy) = ... Reemplazo: Py) = 2Xy y Q) = X°
en:  U=[Py,,dx+/[Quy) -g(fP(xyy)dx) 10y Ue=x2y + I [(x3)-x?] dy=x*y+C
Integro: [I]
Ue=2xy, 2> [dU= |@xy)dx> U,=x’y+gy [I1]
Derivo [111] respecto de y: Ue=x> +2° [1v]
Igualo [1v] = [n]: X* +g’y =X, portanto:g’y) = d%(y) _ 0 g =0dy
y
Integro: [gy=J0.dy, >g,=0+C V]

Reemplazo [Vv] en [111]: Ug=xy+C



Matemidtica Supem’or ?lpﬁcm/ﬂ ECUACIONES DIFERENCIALES
14/08/13 Wilo Carpio Caceres Pagina 22

Llevar a forma: Pxy)dX+Quydy=0 [a] (y+In(x")/n)dx=xdy > (y+Inx)dx=xdy >
(y+Inx)dx—xdy=0 [b]

Comparando: [a] con [b]

® Puy=? 1 Quy=7 I o
dP _
Q Verificar si: i’ Q Como: - 1y - -1 > la ecuacion no es exacta
oy  oX
Funcidn factor de integracién:
Determino FACTOR de INTEGRACION: P,-Q, 1+1 2
Primera opcién: el Fooo gonde: F(x) = 0  —x x
1 . . —(2ydx 1
Fx= 6( P (x)/0y - 0Q(x)/0X ) Factor de integracion: el 9% _ g-21mx Xz
Multiplicando por el factor de integracion, (y+Inx) X
obtengo la nueva ecuacion X2 d T2 dy=0 I[c]
Comparando: [a] con [c] (y+Inx)
_ Resultan: p= [ 1

Pxy)dX +Qxy)dy = 0 [a] x? Q=1

Q Deducir:
e Pynw=2?1] =? [ d
o) ® 0 Qe Como: ((ij and vy dg (1/x%) - la ecuacion es exacta
Verificarsi: 9~ = =* y
dy X

Resolver con: Pixy) = ooy Quy) = . Reemplazo: [11y [11]:

y+|nx

)dx)Jdy

. U= X g - y+|nx
en:  U=[Pdx+[Qqy 5(JP(x,y)cl)lay U= J v j [(— )__(I (

jy+lnxd j[( )__(J‘(y+lnx)d X)Jdy

U:—X—i(lnx+1)+c = —l—l(lnx+1)+c
X X X X

Otro método

Integro: [I]
U= P= (y+|2nx) > Jdu= I—(y+I2nX) dx> U, = Yy _(Inx+D) +gy [0
X X -X
Derivo [111] respecto de y: 1
P Y U= — +g'y [(v]
- X
Igualo [1v] =[1]: 1 1
x x +g’(y), portanto:g’y) = d9(y) _ 0 - gy, =0dy
|ntegr0: _[g(y)= _[Ody, > Iy = 0+C [V]
Reemplazo [V] en [111]:
PG, U:—X—i(lnx+1)+c
X X

Ejemplo: Resolver la ecuacion diferencial  (3x + 2y?) dx + 2xydy = 0
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Verificamos si se cumple: 2Q _ 2P paraello, comparando Pyy) dx + Qxy) dy =0

ox oy
oP _

obtenemos P =3x + 2y2 ;. Q=2xy, luego: T =4y ?_Q =2y portanto no es exacta.
Y X
oP o Q

Funcion del factor de integracion: Fx _i( ) donde: Fx = T (4y —2y) =

Hallamos el factor de integracion reemplazando szl en elroex = ekd'x = 9% = x
X
Ecuacion equivalente, multiplico (3x+2y?) dx + 2xydy = O por el factor de integracion x
(3x%+2xy?) dx + 2x%ydy = 0
Sobre esta ecuacion (3x* + 2xy?) dx + 2x’ydy = 0 verificamos la condicién ?—Q _ ?, para
X Ly
ello, comparamos (3x* +2xy?) dx + 2x’ydy = 0 con P(x,y) dx + Q(x,y) dy = 0 obteniendo los

nuevos valores de P =3x*+2xy> y Q= 2x%, cuyas derivadas seran Z—Q _ ? —4xy. Ya
. X g

podemos usar U = [P yydx + [[ Quy) -gl(f Pxy)dX) | dy
Reemplazo P(x,y)=3 it 5> Qx, y) = 2%y
u=s E@x2+ 2072 1 )ax + FFre2x2y) — ay™d)(Jo(3 "2 + 2xy'2)dx | dy

i[ 2x%y) — d_fli.(xa—l v ] dy l[{z,‘{'“ y—2x%v]dy

U= X3 pxdyd

U:IE +.x-:-!.-.: + C

Ejemplo: Resolver  (3xy + y?)dx + ( x*+ xy)dy = 0

Como

o ldentificando P=3xy+y> , Q=xX+xy
o Derivando Py=3x+2y , Qy=2x+y
0. Q o.P
O.X 0” y

, se busca factor integrante, empezando con la variable x :

[u(x) = U] multiplicando en ambos miembros de la ecuacion original.

U (Bxy +y?) dx + U (x* + xy) dy =0

Identificando P=U3xy+Uy* , Q=Ux*+Uxy
Derivando P,=U3x+U2y ; Q= U'X®+U2x+ U xy +Uy
simplificando Py,=U@Bx+2y) ; Q, = U (X% + xy) +U(2x +Y)
Se impone la condicion Py - Qx
U (3x + 2y) = U"(x? + xy) +U(2x +y)
Algebraicamente UX+y)=U (x+y)x dividoen (x+Yy), (x +y) distinto de 0
U=Ux > U= (dU/dx).x

separando variables (dU / U) = (dx / x)
integrando ambos miembros dTU = dX = InU =Inx por definicién U =e"*

X
factor de integracion U=x=u(x)
multiplicando el factor en la Ec. original obtenemos: x(3xy + y?)dx+ x(x? + xy)dy =0
Ahora P =3x%y + xy? Q=x*+x%y

P, =3x% +2xy Q, =3x* +2xy
Para resolver con: U =[P, dx +[[ Quy) —z(JP(x,y)dx) ] dy, desarrollo los miembros por separado:
2 2 2 2 3 x? y2 0 Pd _y3 2
dex:I(Bx Y+ Xy )dx:3ij dx+y jxdx:x y+ — (| Pdx) =x* +x°y
2 > 0y

2,2

0
JI— (] Py = [ " +x7y —x —x*y)dy =0 sotuien: U= xey+ XL vo
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Para resolver ésta ecuacion de otro modo, uso los pasos para obtener la formula general:
‘.- - A
PR lll Jyx= + xyve|dx P
e ComoU,=3yX" +XV* integrando:~ ' u=" - 2 - a(y) (3)
¢ Derivando respecto de “y”: Uy = " +x'y + gy @)

.3 - "gf}("l = 'Dd}’ =0+C= g(‘r'}
e gualo@y@) X" +X*V = 1+ g(y) ,resultag’(y)=0 Integro: + -
()

2,2

o Reemplazando (5)y (3) U= x3y + x2y +C

Ejemplo: Resolver: (6x + 4y?)dx + 4xy.dy = 0
Identificando P=6x+4y? Q =4xy
Derivando P, =8y Q, =4y
. 3 1 1 4y 1
Calculando el factor de integracion: F(X)==(P,-Q,)=—(@By-4y)=—-==
Q 4xy 4xy X
El factor sera: el X Zemx _x
X(6x +4y?).dx+ x(4xy).dy =0
(6x2 + 4y2x)dx+ (4x*y) =0
Ahora P =6x2 +4xy? Q=4x%y
verificando si cumplen la condicion de Exactas: P, =8yx | o —s8yx

Multiplicando por el factor:

Usando la formula: U = [Pydx + I Quy - (IPiyydx) | oy
¥

Resolviendo paso a paso:
1ro) j P.dx =_[ (6X% +4xy?)dx = 2x% + 2x%y?

0 0
2do) — | Pdx=—(2x® +2x%y?) =4x%y
@y.[ oy

3ro) J‘[Q—%(J. P.dx)]dy =j(4x2y—4x2y)dy =0, lasolucion serd: U=2x*+ 2x°y*+c

Para resolver ésta ecuacion de otro modo, uso los pasos para obtener la férmula general:
e Como Uy :61" T 4.1'_";" ,integro: I= K62 4+ -11'_1."'2] d}i{l U =2x® + 2x* ¥ g(y) ©)
2
e Derivorespectode “y”: Uy = +X"¥ + o’(y) (4

-3 3y ‘I’ V= Od =0+ C= (V)
o lglo (9y () 453 =4 1 g ), mtag 0) =g 1077 ] s

o Reemplazo 5)y@) U=2x*+ 2x°y*+c¢

(5)

APLICACION: CINTA FLEXIBLE

Una cinta flexible de 4 m de longitud tiene enrollados 3 m en un carretel y el resto cuelga libre y
verticalmente.



Matemidtica Supem’or ?lﬂﬂ'cm/ﬂ ECUACIONES DIFERENCIALES
14/08/13 Wil Carpio Caceres Pagina 25

Si al instante t = 0, (por efecto del peso de la parte de cinta que cuelga), la cinta
comienza a desenrollarse, cuanto trascurrird hasta que toda la cinta quede
colgada? (Suponer fuerzas de friccion nulas)

Datos:

w [Kg/m] Densidad lineal de la cinta

X@ Longitud de la cinta colgada en el instante t

vy Velocidad de caida de la cinta en el instante t

X Longitud de la cinta colgada en el instantet=0

V() Velocidad de caida de la cintaen el instante t = 0

ooooo

|.-Determinacion de la ecuacion diferencial:
e Masa de la cinta colgada: m = w.x [n
e Fuerza gravitacional que actua sobre la cinta colgada: F=m.g=w.x.g [l]

dv_d(mv) _d d d dv dx

e De: F=ma=m_— W.X.V) [H]=2 [H]=[11] 2 W.X.g =— (W.X.V) =W — (X.V) =W (X— +Vv—
S dt d( ) [=> (=[] gd( ) = Olt() (dt dt)
o dv dx . dv _ dx dv dx dv dx
Simplifico: xg=(x — +v=—)[Iv] Sii — = ——— [IV] 2 X X — — +v—
P 9=( dt dt )™ dt dt dx ™ 9=t dt dx dt)

y como ax =v > x.g:(x.v.ﬂ +Vv2), D> x.g-(x.v.ﬂ +v2)=0 [V]
dt dx dx

e Multiplico [V] por -dx: -x.g.dx +( x.v.jv +v2)dx =0 > -g.x.dx + x.v.dv +vidx =0
X
Agrupo términos: -g.x.dx + vZ dx + x.v.dv=0 > (V- g.x.)dx + x.v.dv =10

2
Divido por x = (\L - g )dx + v.dv = 0 [vI1]: ecuacion diferencial a resolver.
X

., 2
I1.-Solucion:  Comparo: (\L -g)dx+v.dv=0 con: Py,dx + Qyydv =0, resulta:
X

® Puy=Ug= (V— g); luego ok . ﬂé Quv=Uy==v; luego: aQ =0
ov X oX
Como: ﬁQ apP P , la ecuacion (7 -g)dx-v.dv=0 no esexacta.
IX 0” y X
) 1,2y _ 2 ) 2,
Factor Integrante: Si: o _ 1 2P @) Fx=-(22-0)= =, luego: JFx.dx =] < dx = 2.In.x
Q' Ay VX X X
e El factor integrante es: IF(X)"X =g =2

Determinacion de la ecuacion diferencial equivalente:
2 2

Multiplico (Y_ - g )dx + v.dv = 0 por factor x* > (x2Y_- g xddx+x3.dv =0, simplifico:(x.v? - g x? )dx + x?v.dv = 0
X X

Comparo: (x.v> - g x* )dx + x’v.dv =0 con: P(x,v) dx + Q(x,v) dv =0, resulta:

e P(xVv)=U,= (xv°-gx*) v luego: Z—P = 2.xv> Q(xv)= U,= x*v [vin] luego: Z—Q =2.X.V
Vv X

Como (xv3- gx3)dx + x2vdv = 0, es exacta, aplico: U =[Py dx + | Quy - & (IPyydx) | oy
¥

0O Reemplazo: [VI]y [VIII], resulta: U= J(x.v*- g x?)dx + I[xzv-jl(J(x.vz-g xA)dx )] ANV [1X]

U=Jxv?-gx)dx + [xvAV-]| 2 (Jxv-gx)dx) OV =]xv*-gx*)dx + [x’v IV - J(x.v*-g x*)dx
N
U= [xvoV = % x?V? + C € Solucion particular

O Resuelvo: [(x.v?-g x))dx = Vx.dx - g [x°dx = % XAV? - ;g X [X]
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0 Reemplazo [X] en [1X] Solucion general : U = J(x.v* - g x* )dx + I[xzv-gl( % XA - ;g IRZAY

U= Zx*-Zgx +f[x2v—é(£x2v2-égx3)]5.V:£x2v2-lgx3+fx2v§.v 21 Ixv* OV - EI gx° OV
2 N 2 3 2 3 2 3

3
u=Le.t gx®+ Ll lep o=Lps Loe L gx®- Loep =t gx®- Loavsc
2 3 2 2 2 2
O Reemplazo las condiciones iniciales: x,=1my v,=0, > C=- % la solucidn particular:
u=1ev-9v. 9 =1 Jw-1,> 1evs= w1
2 3 3 2 3 2 3
i _ 20 2 4. _ 29 . 112
Despejox: x*= =2 (V*-1); > x = [Z2 (V*-1)]
3v? 3v?
a comoiv= ¥ 5 g = X reemplazo x = [2—g(v2—1)]1’2: [z—g(l—vz)]l’z, luego
dt v 3v? 3

dr=1 d{[z?g(l —VA1¥%}, integrando: t= | ! d{[Z?g (1-Vv9]¥4}, es el tiempo buscado.
v v

Como PV y QX son iguales resuelvo utilizando la formula U = [P, ydx + [[ Q) 2 (Piydx) | v

2

_x? 2 s ~ 1 1
. j(‘ng+V2X}jx+I[xzv_dj( Xd3+v X)]dVgx +V2X?+j(xzv—xzv)dv_ EX2V2—§X3g -I—C

Reemplazo: t=0, v=0, x=1m, g=9,8: t :%XZVZ —%x?’g +C> 0= %*1*0 —1*13 *9.8 + C Reemplazo C = 3.27 en:

t= %szz _%xa’g +3.27 Para: x=4 v=1/2gt > t=%42 %*9.82t2 —%*43*9.8+3.27

1+,/1-4*192.08*(—-205.8
9.8°t? —t—209.07+3.27 >El tiempo: t, = J ( )9 t, =1.04seg
| 384.16 t, =—1.04seg

t:1*42 1
4

El tiempo que transcurrira hasta que toda la cinta quede colgada es 1.04 seg
Otra manera de resolver es aplicando los pasos de la obtencién de la férmula general:

e Integro: Py, = U= (xv2-g x?) [1] > J-dU = I(X.Vz —g.x?)dx > u,= % X2V + :139' X +gy [2
e Derivo respecto de “v”: U, = X2V + g’ dedonde g’ =- X2V

dg(v
o Osea g’(v):-%szv Integro jg(v).:—xz.jv.dv > g(\,):-%xzv2

e Reemplazoen[2] U= %x2v2+ ég. X3+ gy = %x2v2+ Eg. X3 - lx2v2= ig. X3 [3]

3

. 1 . 1
e Parala condicién: x = 1, entre [1] y [3], (x.v* - g x* ) = =g. x% la velocidad: v = (=g)
3 3
: . _ dx
e  El tiempo corresponde a la longitud total de cinta: x = 4, que reemplazo en: dt = —
V'

ECUACION HOMOGENEA
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La ecuacion diferencial de ler orden de la forma: My y)dx + Ny)dy =0 es homogénea si sus valores
Mxy) vy Nixy) son funciones homogeéneas de X e Y. Se resuelve aplicando:

d -M

@y - = F(%) [1]

Deduccién: Si y =V . X, su derivada es: ﬂzﬂ.x+%v. [2
dx dx dx
Comparo [2] con [1] : ﬂ_x+%v_:ﬂ 5 dy_-M
dx dx N dx N

Para resolver estas ecuaciones Ejemplo

d d

y? +x° Y xy—y

Llevo a la forma: ) dx ) dx
Mey)dX + Necyydy =0 yodx+(x"—xy)dy=0
Respecto de X derivo> Y =V X [l1] dy _ dv_ dx dy = vdx +xdv  [i11]
dx dx dx
Reemplazo [11] y [II1] en [I]: (VX)de n (X2 _ XZV).(VdX n de) ~0
- SEN— vZxZdx + xvdx + x*dv — x* vidx — x*vdv =0
esuelvo y simplifico: X2vdx + XV — XV =0 5>y M—v)dv=0
Separo variables respecto de V > dx 1-v dv
X

\'
Integro respecto de V > dx l1-v
7+ITdV =0 2 Inx+Inv-v=c

Reemplazo el valor de V > v=Y 5> nx+ind_Y_¢
X X X
Solucion:
Iny—X:c
X

P : d )
La ecuacion diferencial de ler orden de forma: d_y +Py = QY. €5 ECUACION DE BERNOUILLI, la
X

cual si:n#0, 6 n# 1, es lineal.

Proceso: Ejemplo:
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2

Resolver: 9Y _ #
Llevo a la forma: dx X

My)dX + Nxy)dy =0 (xy-Y)dx + x2dy=0 1]

Respecto de X derivo> Y =V X [l] diyzxﬂJrV% > dy=vdx+xdv [
dx dx dx
Reemplazo [11 1] en [I]: 2 2,,2
p [y [1n]en 1] yx _ Xv—xv 9dv W2V — x2\2
=——— 2% v= k
X X dx X
dv x2(v—v?) 2>
el FaeE X—+V = =V—-V
Resuelvo y Simplifico: e 2
Separo variables respecto de V > % _ _ﬂ
2
X v
Integro respecto de V > %:_J'ﬂ -> In|x|——+c=0
X v2 v
Reemplazo el valor de V > In|x| _

ECUACION HOMOGENEA

Proceso Eiemplo:

Resolver:
Llevo a la forma: , _dy _ (X+Y)
Mxy)dX + Niyydy = 0 Y T 2x

(x+ty)dx-2xdy=0 [

Respecto de X derivo> Y =V X [I] dl: dV+V% > dy=vdx+xdv [
dx dx dx

Reemplazo [11] y [111] en [I]: (X +vx)dx — 2x.(vdx+ xdv) =0
X.0X + v.x.dx — 2x.v.dx —2x?dv =0

- xdx. —.xv.dx+2x°.dv=0 > (1—v).xdx+2x2.dv=0
Resuelvo y Simplifico:

x.dx dv
-+ =]
2x*  (1-v)
Separo variables respecto de V > % n dv _
2x  (A—vV)
Integro respecto de V > EJ‘%+J‘ dv _
27 X a-v)
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, _dy _ XY
dx T x?_ yz

1. Llevando a la forma: Mdx + Nyy)dy =0 obtenemos: X.y.dx - (x> —-y2)dy=0 (1) en
la que debemos reemplazar los valores de “y” y dy

Ejemplo: Resolver 'y

2. Si:y=vx (2)suderivada respecto de x es: gy = xgv+vgx ,0sea: dy =vdx + xdv (3).
X X X
3. Reemplazando (2) y (3) en (1): wx2dx—.(x% —x?v?)(vdx+ xdv) =0 0 sea que

v.xZdx — (v.xZdx + x3dv — x2 v3dx — x3v?dv) = 0,2 —x’dv+x%vidx+x°v?’dv=0 de donde

—dv+ L vidx+ vidv=0; > —d—:+%+.ﬂ=0 0 - d—;/+ dx, [av
X viox o v v X v

=0

Ejemplo: Resolver x dy - (2xe¥* +y )dx =0
1. Llevando a la forma: M,)dx + Niy)dy =0 obtenemos  ( 2xe¥* +y)dx - x dy = 0 (1)

2. Si y=vx (2)suderivada respecto de X es: dy _ xdl+v dx

dx dx dx

,0sea: dy =vdx + xdv (3).

3. Reemplazando (2) y (3) en (1): ( 2xe77‘ + vx )dx - x (vdx + xdv ) =0
2.xeVdx+ v.x.dx —v.x.dx —.x?dv=0, > 2.xeVdx—.x*dv=0 de donde

L ooxevd- b xtdv=0;>2%_evav =0, luego zj%—.jetho
X X

x2.e x2e™V’

Ejemplo: Resolver  2xydy = (x* —y?)dx
1. Llevando a la forma: M,dx + Niydy =0 obtenemos: (x2 —y?)dx-2x.y.dY -=0 (1)
en la que debemos reemplazar los valores de “y” y dy

2. Si:y=vx (2)suderivada respecto de x es: gy = xgv+v gx , 0sea: dy =vdx + xdv (3).
X X X

3. Reemplazando (2) y (3) en (1): (x® —x2v?)dx—2xvx(vdx-+ xdv) =0 0 sea que

xZdx —v2.x2dx —2x*x?dv—2x3vdv=0, > —x3dv+x®v3dx+x3v?dv=0 de donde

2 2
x(v? —Ddv+ vidx=0;> DN dX_ 4 integrando I@de ~0
\" X \Y X
Ejemplo: Resolver y = dy - (x+y)
dx 2X

1. Llevando a la forma: Mdx + Nydy =0 = (x+y)dx —2x dy =0 (1) en la que debemos
reemplazar los valores de “y” y dy

2. Siy=vx (2)suderivada respecto de x es: ((jy = xgv+v gx , 0sea: dy =vdx + xdv (3).
X X X

3. Reemplazando (2) y (3) en (1): (x+vx)dx—2x.(vdx+ xdv)=0 0 sea (que

xdx+v.xdx—2xv.dx—2x?dv=0, 2>  xdx —.xv.dx+2x*.dv=0 de donde

(1—v).xdx+2x2.dv:09 X'd;(+ dv —0; 0 dl+ dv —00 Ejdl+j dv =

2X 1-v) 2x  (1-v) 27 x 1-v)
1
Volviendo a la variable original nuestra solucién sera: §|n|X|+ Inl—% +C =0
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Ejemplo:  Resolver: dy(x-y) = (x+y)dx
d X+
e Acomodo de la forma Y ( y)
dx (x— y)

e Cambio de variable y sustitucion por: y=vx (2) su derivada con respecto a x
dy _dv yIX_dv y @reemplazando )y 3)en (1):  IVyxiyo XEVX
dx  dx dx dx X —VX

de _ X+VX dv _1+v? x 14V 1
e Luego: dx  X—VX S>Adv _XA+v) | >dx  1-v > dx 1-v dv

dx x(1— v)
% 1-v J‘
e Separaovariables; X 1+V? 1+v?
e Vuelvo a variable original: ax _ J 1-v ~dv > In|x| arctan(= )+—In1+( ) +C=0
X 1+v?
APLICACION ECUACION HOMOGENEA: CAIDA DE VOLTAJE

En la resistencia conectada a una fuente, demostrar la caida de voltaje en el W

tiempo provocada por la resistencia, para un régimen de corriente continua. — K

Datos: CEm

R=8 ohm e

Por Ohm: IR = E(t), ademas la corriente | es el flujo de carga g por unidad de tiempot: | = %

Reemplazando | y E(t) en: RI = E(t), resulta: m =10

dg
PROCESO Resolver Fri 10

Llevo a la forma:

My)dX + Nxydy =0

Respecto de t derivo> =V T [1]

Reemplazo [11] y [111] en [I]:

Resuelvo y Simplifico:

dg _
dt

(v
dt

dt
v

— 2 dg=vdt+tdv
dt

[

8(vdt +tdv) —10dt =0

8vdt+8tdv—10dt =0 (8t)dv+ (8v—10)dt =0

Separo variables respecto de V >

Integro respecto de V >

Solucion: La caida de voltaje que
provoca la resistencia es:

dv dt

—+—:

8v—-10 8t

[ [
8v-10 8t 8v-10 8

Lingv-10+ 1t =0
8 8
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ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA LINEAL: eboL

Tiene la forma: an(x)y(”) + an-l(X)y(”'l) +.+ a1(x) '+ a9(X)Y = g
Ejemplos
Caracteristicas La EDOL

e La funcion y sus derivadas estan elevadas a e y'=y  :lerorden: y = fe™.

potencias mayor a cero. o "+v =0 2do orden: = f. = aCos(X)+bSen(x
e En cada coeficiente solo interviene la variable yry=9 ' Y (f;)on ayb r(e;es. )

mdependle-nte._ - ) e y'"=y =0 :2doorden: y = fx = a Cosh(x) + bSenh(x)
e La combinacion lineal de soluciones es con ay b reales.

también solucidon de la ecuacion.

EDOL de 1er ORDEN
Tiene laforma:y’+Py=Q yseresuelvecon: y= e'IPd"[fQ.eIPdX dx + c]

Que resulta de:

1. Multiplico y’+Py=Q porun valor ficticio “R” = y’R+PR.y=Q.R (2)

2. Laderivada de R respecto a “x” debe cumplir que: 3—5 = PR., separo variables e integro:

IR —fpax.>1n RJpdx, > R=e Jrax ®)
3. Reemplazo y’ = dy y PR= dr en (2), obtengo dy R +d—Ry =Q.R.. (4)
dx dx dx dx
4. Por otra parte, como dRy) - dl dR —y (5)
dx dx dx

Comparo (5) y (4) > d(:);y) = QR > Jd(Ry) = JORdx > Ry=[QRdx+C  (6)

5. Reemplazo R de (3) en (6): ejp'd'xy = J.Q eP4*dx + e, obtengo la formula que resuelve las
Ide JPdx

EDOL de ler orden: [Q. "™ dx + ]
e Llevoalaforma: y’+Py=0Q Resolver y’+ (1/x)y=3x+4
e y+(1lx)y=3x+4
e Obtengo los coefientes: Py Q e P=1/x y Q=3x+4

e Reemplazo PyQ en: ,IL ji
y=¢ dX(J(3x+4).e dXdX"‘Cj:e'"X(_[(3x+4).e'"xdx+c)
Jde[J‘Q eIde dx + c] ) X
y2;(I(3x+4).xdx+c)=;(j(3x +4x)dx+C)

e Resultado: Y = x%+2x+C


http://es.wikipedia.org/wiki/Combinaci%C3%B3n_lineal
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Ejemplo: Resolver 'y’ =4 e - 2y
e Llevoalaforma y’+Py=Q o y +2y=4¢*
e  Obtengo los coefientes: Py Q e P=2y Q=4e*
e Reemplazo Py Q en: e Y=4 [e®* dx + c.e®*
_ o-JPdx I [Pdx _ 2.x

y=¢€e""[]Q.e" T dx +c] y=4e*/2+C

e Resultado « y=2 24 C

Ejemplo: Resolver y’ =¢*—y

e Llevoalaforma y’+Py=Q o y+ly=¢"
e  Obtengo los coefientes: Py Q e P=1yQ=¢
* Reemplazo PyQen: y =e (Iex.efldxdx+cj: eix([ex.exdx+c)
y=e""jQ. e dx+c] ) 1 e 1 e
y :e—xqezxdx+C): o 2 +c= e—x7+ c
e Resultado oy :% +C

Ejemplo: Resolver y’ —Yy = C0S X

e Llevoalaforma y’+Py=Q o y-y=¢f
e Obtengo los coefientes: Py Q e P=-1y Q=CosX
®  ReemplazolPy Qlen: y=¢ Jeoe U cosxel P dx + C) = exqcos x.e *dx + C)

y= e'IPdX[jQ. eIde dx + c]
y :ex(—%cosx.e‘X —%senxe‘X +cj +C

Resultad
e Resultado o y:-%cosx—%senX"'C

2

X+
Ejemplo: Resolver = 2_Xy Reemplazo por (y=vx) ; (y =xv’+Vv)

Luego: xv’+v=X'2")\(’X —)XV’=%+%-V—) XS—X:%-% axg—X:%(l-v)
Ild_—\czf%d% —> reemplazoporvz% —>-In|1-¥ = 3In|x|+c
Ejemplo: Resolver y’=)(2)(_yy2 - V+XV’=% - VXV = %
XV’=1_VV2-V - XV’Z%\TZ\Fé S—X=1_Li/2 — f]':/yzdv=fd7x

-2

)
1 Iyque[dx 5 ¥V _ v = 1(X A
I(V_V)dv | x> 5 InM =1Inx +c como: v = yix > 315 Inx Inx+c
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3X+2 3X + 2vX 3X 2vX
Ejemplo: Resolver y’ = y 2>VX+tv= » 2 VXx+tv= 7+7
. dv dx
= —X = 3+V — In|3+v]| = Inx + ¢
VX=3+V i + :>'[3+V fx — In|3+v]| +
reemplazo por v = X In[ 3+ o ‘ =Inx+C solucion general
Ejemplo: Resolver dy (3x— X) 1)
dx 2
u=3x —% (2) 6-2u”=y" (3) (3),(2)en(l) 6-U'= u?
du u? U NG . )
— =3-— _— = Xx=2In +C Solucion de la ecuacion
dx 2 '[ 1 U2 jdX 2\/7 \/7—
- (6 —T)
Ejemplo: Resolver: dy + ﬂ = x?
dx x?
Como ya esta de la forma y’ + Py = Q(x) identifico: P(x)=3x/x*= 3> : Q(X)=x
X

Integro: J'de=3_|'d—XX=3.|n|x|+c (@ - IQ(X).ejpdx.dx=_[xz.Xs-dX=X—66+C (b)

6 3
Como y= e 17 -[J.Q(x).efp'd'x.dx+c} con(@y(b) > y= e*3'”x.%+c = %-FC
Ejemplo: Resolver: x? y’ +xy=1

Enlaforma  y'+yP=Q(x) entonces: y'42Y iz
X X

Donde P==, Q:iz usando: y:eIP"’X_UQ(X)_efp"“x_dx+c} y resolviendo:

EDOL.: Proceso Ejemplo:

Resolver: x%—Zy e +1 2> x%—Zy x°+1

e Llevoalaforma: y’+Py=0Q o dy 2y x+1
dx x  x
e Obtengo los coefientes: Py Q 5 xS +1
e P=-= y Q=
X X
e Reemplazo Py Q en: Za o x341 [2 31 [?
y = eI j I dx+c= eI I j ax+c
X X
dex”Q alPax 4o +c]
x> +1 1 x5 X3
—I—x dx+c = = X X ¢

x5 3
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APLICACION: LEYES DE OFERTA y DEMANDA

Precio ge mercado
=

Pracio OFERTA: Cantidad directamente proporcional al precio de bienes

Curva de ofert

ofrecidos por proveedores y vendedores del mercado. Sus curvas son
casi siempre crecientes y su pendiente suele ser también creciente.

xcederte de lo

e DEMANDA: Bienes y servicios que los consumidores desean comprar
I segun de su poder adquisitivo y del precio. Normalmente, el mercado

R e = \ equilibra la oferta con la demanda.
productores Y
AN Donde:
' N Curva de e p(t): p precio del bien por unidad de tiempo.
degranda e D(t) o D: Unidades demandadas por unidad de tiempo t,
AN depende del precio y direccion que los consumidores creen que
‘\___.ﬁ_ tomara el precio, o tasa de cambio del precio o derivada p’(t).

Asi: Precio alto en tiempo t sube la demanda: D = f(p(t), p'(t))

Cartidaed dn.a equilibria Cartidad

e Oferta S(t), 0 S: Unidades del bien que disponen los productores por unidad de tiempo t, que también

depende de p(t) y p’(t). Ejemplo, si el precio es alto en tiempo t y los productores creen que subira
mas, la oferta disponible tiende a incrementar, Asi: S = g(p(t), p’(t)) > g: la funcién oferta.

PRINCIPIO ECONOMICO DE LA OFERTA Y LA DEMANDA:
El precio del bien en tiempo t, es, p(t), si la demanda en t es igual a la oferta en t: f(p(t), p"(t)) = g(p(t), p'(t))
Las formas que deberia tener fy g son:

o D=f(p®),p’() =Alp(t) + A2p’(t) + A3

e S=g(p(t), p'(t)) = Blp(t) + B2p’(t) + B3

Si: A"S 'y B’S constantes: Alp(t) + A2p’(t) + A3=B1p(t)+B2p’(t) +B3 > (A2 - B2)p'(t) + (A1-B1)p(t)= B3-A3

Si: A1#£B1, A2#B2 y A3#B3->p’(t) + (A1-B1/A2-B2)p(t) = B3-A3/A2-B2, ecuacion lineal de ler orden de forma:

% + Py =Q donde: P = (A1-B1/A2-B2) y Q = B3-A3/A2-B2 que se resuelve con: y = e'deX[JQ. elPX gy + c]
X

Cuando: P=P0 en t=0-> p(t) = B3-A3/A1-B1 + [Po- (B3-A3/Al1-B1)]e

e Casol: Si Po=(B3-A3)/(A1-B1)y p(t)=Po, los precios permanecen constantes en todo tiempo.

e Caso II: Si (A1-B1)/A2-B2)>0, estabilidad de precios.

e Caso llI: Si (A1-B1)/A2-B2)<0. la ecuacién p(t) = B3-A3/A1-B1 + [Po- (B3-A3/A1-B1)]e donde el precio
p(t) crece a medida que t crece, asumiendo que Po > (B3-A3)/A1-B1), inflacion continuada o inestabilidad de precio.

Continua hasta que los factores econdémicos y la ecuacién cambien: (A2 — B2)p'(t) + (A1 — B1)p(t) = B3 -A3.
La demanda y oferta en miles de unidades: D = 48 — 2p(t) + 3p"(t), S = 30 + p(t) + 4p’(t), respectivamente.
Si en t =0 el precio del bien es 10 unidades, determinar:

e El precio en cualquier tiempo t > 0

e Si hay estabilidad o inestabilidad de precio.

Solucion: El precio p(t) cuando: oferta = demanda: 48 — 2p(t) + 3p”(t) = 30 + p(t) + 4p"(t) = p'(t) + 3 p(t) = 18

De la ecuacion lineal: p=10ent =0, resulta: p(t) = 6 + 4e. Si t—o, p—6, el precio de equilibrio: 6 unidades.


http://es.wikipedia.org/wiki/Archivo:Economic-surpluses_es.svg
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APLICACION ANTIGUEDAD DEL FOSIL

Determinar la edad de un fésil de hueso que contenia la centésima parte
de la cantidad original de C-14.

El punto de partida es: A = A)e" donde: A(): Existencia inicial

K: Constante de crecimiento si k>0 y decrecimiento si k<0,

t: Edad del fosil.

A A
. X —A(560Q 2 = A,e5600k
Calculode K: Si 2 (5600 por C-14, > 2 F
5600k = In < = —In2 k== 2):-0000123725
Elimino A, por logaritmo: 2 , luego 5600

volvemos al punto de partlda A(t)— Ag) € 00785 A6 11000= Ay e %7 5-0,0001237
t=In(1/1000)= -In 1000 - t=In 1000/0,001237 = 55800 afios

Asi la edad del fésil esta en el limite de exactitud del método. Esta técnica se limita a unos 9 periodos medios del is6topo,
que son unos 50000 afios (5600 aprox por periodo), porque es el analisis quimico necesario para una determinacion exacta
del C-14 remanente presenta obstaculos cuando se alcanza el punto de A): /1000.

APLICACION: ENFRIAMIENTO DE UN CUERPO
Al sacar un pastel del horno, su temperatura es 300°F y luego de 3 minutos,
200°F. ¢ En cuanto tiempo se enfriara hasta temperatura ambiente de 70°F?

d
Del valor inicial dt

La Ley de Newton del enfriamiento, relativa al enfriamiento de un objeto, se expresa
con la ecuacion diferencial lineal de primer orden, donde k es una constante de
proporcionalidad, T(r) es la temperatura del objeto cuandot >0y Tm es la temperatura
ambiente que rodea al objeto.

a =k(T -Tm)

Su férmulaes: dt

LI S

dT

Separamos variables: T —70

, T(0) = 300 y determinamos k para: t(3) = 200,

> In[T-70|=kt+C1; asi T =70+C2e"

Cuanto t=0 y T=300 define que 300 = 70 + c2, > C2 = 230.

« e =13 k =1In5=—0,19018
Entonces: T =70+230e"  de (3)=200 > 23, 0o sea 3 23 . asi
T(t) =70+ 230e 018
Esta ecuacion no tiene una solucién finita a
T i T
T(t) = 70 porque: lim.o0) Ty = 70. ) ¢ {min)
75" 20.1 3007
Las partes a) y b) del esquema muestran que 7am 21.3
el pastel estara a la temperatura ambiente 73 22.8 150 + T=170
pasada una media hora. 2" 24.9 N
n. 8. 15 30 g
(a)

(b)



Matemidtica Superior ?(/aﬁcm/ﬂ ECUACIONES DIFERENCIALES
14/08/13 Wil Carpio Caceres Pagina 30

APLICACION: CRUCE A NADO
¢Qué tan rapido debo nadar para llegar a la otra orilla vy |

. . . ;e ' adado :
sin ser arrastrado por la corriente hacia los rapidos?”. onilla Pt orilla

./ ot
oesle o

estie

Definir un sistema de ecuaciones diferenciales que comiente
describe su velocidad en cualquier punto del rio. TH Y TH
Primer paso: Introducir sistema de coordenadas. Asignar la ©.0 w0
direccion positiva o norte al flujo del rio canoeras @

Ubicar a unas canoeras en el punto (0,0) en la orilla oeste y ubicar la posicién suya en la orilla este en (w, 0)
Suponga:
o El rio tiene w pies de ancho y que fluye a
una velocidad constante de v, piess.
o Usted nada a una velocidad de v; pies/s con
respecto al rio y que su velocidad se dirige
- hacia donde estan las canoeras.

m,n,i tun (w, 0y *
(b)
Determinar: Valor de v para que haya una solucién de (w, 0) a (0,0)

Localizado en el punto (x (t), y(t)) en el instante t, entonces su vector velocidad v en este punto es la suma de
dos vectores v = v + Vv, que representan, a su vez, su velocidad y la direccién de nado (vs) y la velocidad y la
direccion del rio (v;). Debido a que su direccion de nado siempre se dirige hacia las canoas en (0,0) v, tiene
componentes en las direcciones x y y, mientras que la velocidad del rio v, tiene s6lo un componente ene la
direccion y.

Como dx/dt = v en la direccion x y dy/dt = v en direccién y, se ve en la figura que

(Z)t( ?jyj V, +V, = (-V,cosf,-vsend) +(0,v,) = (-v,cosd,v, —vsend) (1)

Donde: |V¢| = Vr Y |Vs| = Vs son velocidades Como los componentes de (1) son iguales y que

cosH:L, senfd = ——— dx X 9dy V, —V, Yy )

dy y_(vr/Vs)VX2+y2

: ﬂ = dy/dt , satisface la ecuacion de ler orden: d_ = (3)
X

Como:
dx dx/dt

Determinar qué valores de v,/v, para alcanzar a las canoeras y evitar la pena de ser lanzado sobre las rocas.

dy dy _ v (v, /v >\/x +y? [_Xj:_(vr/vs)\/x%yz
dx X

Llevoaforma: =2 + P >—
dx y=Q dx X

——
G
(v, Iv x> +y°
X

Identificamos entonces los valoresde Py Q: P = _—1 ;o Q=-
X

[t Ix2+y? o [La
Reemplazamos en: Y = e'deX[IQ. P dx + c]> y=e 5 I— W, TV )yX" +y .eI < dx+c
X

(v 1)

Resolvemos las integrales: y =¢e™| — e "™dx+c
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2 2

) X* +
Por propiedad de e™ =x > y= { (v, /vs)jTy.x.dx+ c} y = x[— (v, /vs)j X + yz.dx+cJ

2

X [
Resolvemos la integral; y= X|:— (Vr /VS).[§1[X2 + y2 +y?|n X+ X2 + y2 +Cj:|

-y
Despejamos: = > +C

: x£24x2+y2+-élnx+qx2+y2J

Su amigo decide seguirlo y nadar a la orilla oeste. Considera que debe poder llegar a la orilla opuesta nadando
directamente al oeste (en relacion con el rio) a una velocidad constante vs. Confia en que puede nadar lo
suficiente rapido para evitar ser arrastrado hacia los rapidos, tres millas corriente abajo desde el punto (1,0).
Planea caminar hasta donde se ubican las aficionadas al canotaje cuando alcance la orilla.

<

<

La velocidad actual v, de un rio por lo comdn no es una constante. Ademas, una aproximacion a la velocidad
actual (medida en millas por hora) podria ser una funcién como v, = 30x(1-x), 0 < x <1, cuyos valores son
mas pequefios en las orillas (en este caso, x=0 y x=1) y maximos en la parte media del rio. Suponga que su
amigo comienza en (1,0) y que vs=2mph

d v
Resuelva la ED a4 =——L con el valor de v, ¢lograra cruzar el rio o se hundira en los rapidos?
X A
Datos:
V' v, = 30x(1-x)
v 0<x<1
V' vg=2mph
d v _
Reemplazamos los datos en la ecuacién diferencial: ay_ Y > dy = _M
dx v dx 2
. . CAy 9 vy = a60d
Una ecuacion diferencial de primer orden que puede ser llevada a la forma: v w < h(y)dy = g(x)dx

Para resolver ecuaciones separables se integra en ambos miembros. La solucion, es una funcioén implicita.

2
dy __30x(1-x) 5 dyz_%‘x)dx > dy:wdx > dy=(15x2 —15X.)dx

dx 2

, 15x°  15x*
Integro: y:J'(15x _15x,)jx9 y:T— 5 +C  Reemplazo los valores x=0 y x=1
Enx=0: y=0
15.(1)3 15.(1)2
Enx=1: Y= - 2> y=5-752> y=-25

3 2

El amigo podra entonces cruzar el rio sin caer en los rapidos que se encuentran a 3 millas. Una vez cruzado el rio, debera caminar 2,5
millas para alcanzar a las aficionadas al canotaje.
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APLICACION: TRANSFERENCIA DE CALOR

El deshielo en los polos fue captado por satélites revelaron el rdpido

adelgazamiento que sufren sus capas de hielo; ocasionando porque:

a. El nivel de aguas aumentara 21 pies en la capital de USA.

b. No se contd con el efecto gravitatorio del hundimiento de la capa de hielo que
provocara desplazamiento del eje de la tierra y mas erosion costera.

Para calcular la temperatura terrestre dentro de 10 afios se detecto que:

yuW : :
La temperatura media de la regién: T,= -17 °C (T,= 1,40°F) y la mas baja registrada en la estacion antartica rusa de Vostok,
el 21 de julio de 1983, cuando el termémetro marc6 - 89,3 °C, la menor registrada de la superficie terrestre.

Eric Steig (Universidad de Washington, en 2009), demostro que el hielo, enviando sefiales de temperatura de t = 0 °F cuando la
temperatura ambiente exterior era inferior a los -50 °C ( T = - 58 °F), la temperatura aumenta a promedio de 1 grado cada 10
afios, lo cual explica la presencia de lluvias y el fuerte deshielo actual de tal zona.
Datos:
Temperatura media de la region Tm: 1.40 °F
Temperatura en el exterior(t = 0°F): T =-58 °F
Al pasar 30 afios(t = 50°F): T=-55°F
Temperatura del hielo: 32°F
Ley enfriamiento de Newton: dT = Kk(T- T,,)

Llevo a la forma: dt
e Yy +Py=Q dT =k (T-1.4°F)>dT =kT-14°Fk->dT -kT=-14%Fk
dt dt dt

e Obtengo coefientes: PyQ P=-ky Q=-14%k Hago: y=Ty x=t

e Reemplazo Py Q en: T=e"™M[(- 1.4.k). ™" dt + c] = e'¥[- 1.4.k.e™ " dt + c]
y=ePH[Q. P dx +¢c]  T=e[[-14ke™  dt+c] = e [Lak[-e™dt + c] = 1.4e"*" k[-e™*'dt + ce*!
T = ce®t +1.4e"" k]-e'dt = ce*' + 1.4 °F, Para: t=0°F y T=58°F > c=-59.4

T =-59.4%F ¢“'+ 1.49F, Para:t =50°F y T = -55°F,
La constante K: -55 °F = -59.49F g“*° + 1 4°F - -59.4°F 0 = 56 4°F

g% = 56.4°F = 0,94, por logaritmo neperiano: k50 = In 0,94 = - 0,062
59.4°F
k=-1,54.107,

Sustituyo K en: T = -59.4°F e+ 1.4°F > T = -59.4°F ¢ ~15410°t 4 1 /oF

Temperatura en los proximos 10 afios: T = -59.49F ¢ ~+8410°10 4 1 oF

T =-57.09°F

La temperatura aumenta por década en 1 grado aproximadamente, coincide asi con las
investigaciones realizadas.

Por separacion de variables: 4T - k T =- 1.4F.k > dT = k(T -1.4°F) > dT =kdt> | ar
dt dt (T -1.40°F) (T-1.40°F)
In(T- 1.4°F) = kt + C, aplico logaritmo Nepereano: T — 1.4°F = e “**> T = ce " +1.4°F, reemplazo en T = ce " +1.4°F , valor t
=0, y temperatura de (1979): T =- 58 °F> 58°F = ce 0 +1.4F> c=-59.4, reemplazoen T = -59.4°F e " 41.4F,
56.4°F

Cuando t=50 es T=-55°F. El valor de K: -55°F = -59.4°F ¢ **° +1 49F> 59.4°F ¢ **° = 56 40F > k% — S04°F >e"0=094

Por logaritmo neperiano: k50 = In 0.94-> k50 = - 0.062-> k = -1.54* 10 3 Sustituyo el valor de Ken: T =-59.4°F e “41.40F
T = -59.4°F e “15%19°t 11 4OF Temperatura dentro de 10 afios. T = -59.4°F e ~154"10°10 41 4oF =57 09°F> T = -57.09°F

jkdt

APLICACION: CAIDA LIBRE DE CUERPOS


http://es.wikipedia.org/wiki/Base_Vostok
http://es.wikipedia.org/wiki/1983
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Eric_Steig&action=edit&redlink=1
http://es.wikipedia.org/wiki/Universidad_de_Washington

Matemidtica Superior ?(/aﬁcm/ﬂ ECUACIONES DIFERENCIALES
14/08/13 Wil Carpio Caceres Pagina 39

La caida libre de un cuerpo bajo la accién gravitacional, que excluye la influencia de otras fuerzas, como
la resistencia aerodinamica; deben ser tenidas en cuenta cuando el fendmeno tiene lugar en el seno de
algun fluido, como el aire.

La caida libre es un movimiento uniformemente acelerado (aceleracion constante). Para caidas desde alturas de s6lo unos
pocos kilémetros o metros, la aceleracidn instantanea debida sélo a la gravedad es casi independiente de la masa del cuerpo, es
decir, si dejamos caer un coche y una pulga, ambos cuerpos tendran la misma aceleracidn, que coincide con la aceleracion de
la gravedad g.

Para calcular la distancia que recorre en segundos un objeto de masa que se deja
caer desde un globo de aire caliente, suponiendo que la fuerza de friccidon debida
al aire es directamente proporcional a la velocidad del objeto.

Fuerza ascendente

Introducimos un eje vertical con la direccién positiva hacia abajo y el origen en
el punto donde se deja caer el objeto, como observamos a continuacion: J
Se desea calcular la distancia s (t) del origen al objeto al tiempo t. are
Velocidad del cuerpo: v =s'(t) y laaceleracion: a= dv/dt = s”’(t) | |
peso
Si g es aceleracion de la gravedad, el objeto es atraido hacia la tierra con una fuerza de magnitud mg .
Por hipdtesis, la fuerza de friccion debida al aire es kv para una constante k, y su direccién es opuesta al
movimiento. Resulta que la fuerza F hacia abajo sobre el objeto es mg — kv.

«
aire

Por 2da ley del movimiento de Newton: F = ma = m(dv/dt):

La ecuacion diferencial: m dv/dt = mg — kv o equivalentemente: dv/dt + k/m *v =g

Si ¢: constante k/m, esta ecuacion puede escribirse como: y +P(X)y = Q(X)
dv Kk

dt _ .ct . .
d_ +—V=G > v'+%v = 9.8: Ecuacion de ler orden, t variable independiente: € fe - eC factor de integracion.
t m

Multiplicando por e® a esta ecuacion: e *dv/dx + ce “v=ge “ > D, (e) = ge”

—ct

Integrando: ve®=g/c* e®+ K=v = g/c = K donde K es una constante

Sit=0, entonces v =0, luego: 0 =g/c + K > K =-g/lc Luego:V =g/c - glc * e
Integrando respecto a t y como: v =s’(t), vemos que: S(t) = g/c*t + g/lc?*e™ + E

La constante E considerando t = 0. Como s(0) =0: 0=0+g/c2+ E o bien E = - g/c?
La distancia que el objeto recorre el t sequndos es:  S(t) = g/c*t + g/c2 * e - g/c?

Comparo: s(t) con la obtenida despreciando la friccion del aire, la ecuacion diferencial m(dv/dt) = mg — kv se
reduce a dv/dt = g, luego, s'(t) = v = gt. Integrando: s(t) = % gt2, que es ecuacion de 1° orden donde:
pP(X)=1/20 y Q(x)= 9.8 Reemplazo en la ecuacién: y = e-/Pdx[/Q. e/Pdx dx + c] para obtener C

1 1 1 1 1 1
s)y=e—) 2" D9.8.efzod‘dt + c} > % gtz —e—ml" {jg.s.ezoj‘“dt + c} > % gt—e @ Ug.s.ezo‘dt + c}

ER)
1 20t g2

_ 1
%9_8(10)2 _e *9_8%+C > 98:e_510*9,8270+c : 98 =0,9.0544+C - C = 97.52, Remplazo en la
Ly
ecuacion anterior, la ecuacién de 1er orden: S(t) =€ % *9-82—0 +97.52 - s(t) = 98.01 Conclusion: El cuerpo de 20kg

recorre una distancia de 98 m en 10 segundos de su caida.


http://es.wikipedia.org/wiki/Aceleraci%C3%B3n
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APLICACION II: CAIDA LIBRE DE CUERPOS

Un meteorito, por gravedad terrestre, desde su reposo cae a la Tierra con movimiento rectilineo desde
una altura h. ¢Cual sera su velocidad al llegar a la superficie de la Tierra si despreciamos la accion de
la atmosfera terrestre? (Radio de la Tierra: R = 6377km y g = 9,81m/s.)

Sea x = x(t) la distancia recorrida por el meteorito en su descenso, h—x la distancia del meteorito en el
momento t hasta el centro de la Tierra. En instante t en el meteorito actla la fuerza F = m.a, donde m
masa del meteorito y a su aceleracion. En la Tierra en el meteorito actuan la gravedad P = mg, donde
g es la aceleracion de caida libre en la superficie de la Tierra.

Segun la ley de Newton, estas fuerzas son inversamente proporcionales al cuadrado de la distancia del
cuerpo en caida al centro de la Tierra, esto es

F_R __  m_ R
P (h—x) mg  (h-x)
2 2
De donde: d= g > ycomo: a= ﬂ, entonces: av__R7g >
(h - X) dt dt (h — x)
2 2 2
Por regla de la cadena: dv_dvdx_ v dv Reemplazando: vﬂ __9R" — av’ _ _29R

dt  dxdt  dx dx (h-x)?  dx (h—x)

dx , 2R’
b~ Thox

Si el movimiento empez6 del reposo, tenemos las condiciones iniciales es decir, cuando t=0 X, =0

+C

Integrando: _[dvz = 2gR2I

y Vo =0, sustituyendo estos valores en la ecuacién anterior. Resulta
20R? 2gR?

h-0 h
Sustituyendo el valor de C en la ecuacién, obtenemos la variacion de la velocidad v del meteorito
respecto a la distancia recorrida x, ésta tiene la forma

) 2gR?x
V)= —h(?] =X

0==22_4C 5 C=-

En la superficie de la Tierra (cuando x = h — R), la velocidad del meteorito es: v = 2gR(1—%j

Como h restringe poco, el limite cuandoh — c0: V=4/2gR > Xx=+/29.8.6377000~11.2km/s

conclusion: Cuando el meteorito llega a la superficie de la Tierra, este tiene una velocidad 11.2km/s.
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APLICACION: CIRCUITO RC DE CORRIENTE CONTINUA
Un circuito en serie de resistencia de lohm y capacitor de 1/4 (microfaradios), €S
alimentado por una fuente de corriente continua de 10 volt. Calcular la corriente
que circula en el circuito un instante de tiempo t = 1 segundos.

Datos: E=10v; R =1ohm; C =1/4 Mf

1
Por la 2da Ley de Kirchhoff: E= IR+ [E]q y como: | = ?j? la ecuacion diferencial sera: Ey)= R%Jréq

1
1
1
m
y(t) = g Ju .Ulo.eJ * dx+ c} > yt)=e™ boj e".dx+ CJ 2 ) =e .[10(?) + c}

Reemplazo: Comparo y’+4y = 10 con y’+Py=Q = P=4, Q=10, Aplico: y = e "*[[Q. eP™ dx + c]
1

c- 1=

Reemplazo en t=1: ) _ e“‘{w(e‘: ) +C} > Y = 2.5 A Corriente en instante t=1 segundo.

APLICACION: CONCENTRACION DE CONTAMINANTES

En cuéntos afios se reducira la concentracion de contaminantes al 0,02%, si un lago tiene un volumen
de 500 Km?®, flujo de entrada y salida a razén de 100 Km?® por afio. Suponer que si t = 0 afios, la
contaminacion tiene concentracion de 0,05% y luego de un tiempo baja al 0,01%.

Datos:

a  V=500Km’ Volumen de lago

Q .r,=r, =100 Km® Flujo de carga y descarga del lago.

a v=7? Volumen de contaminantes en el instante  t

a wv,=7? Volumen de contaminantes en el instante  t=0
a .v;=0,01% VVolumen de contaminantes luego el instante t = 0

Determinacion de la ecuacién diferencial:
a Volumen de contaminantes en el instante t = 0: v, = 0,0005 . 500 = 0, 25 Km®
o Volumen de contaminantes en el instante t vi = 0,0002.500 =0, 10 Km®

a Cambio del volumen de contaminantes: Av = vy I, At — SVE r At=(0,0001.100.- 0,2.x. ) At

De la ecuacion lineal de ler orden: 3\: + 0,2 v =0,01 de forma: y’+Py=Q resulta: P =0,2y Q = 0,01, que la

resuelve: Y = e'IPdX[IQ. P dx + c]
0 Reemplazoen: y =g 7" .DQ.eIP'dt dv+ c} = g o7 .[O,Ol.jeo'zj'dt dv+ c} =0,0500 + Ce?*

Q Sustituyendo: Volumen de contaminantes en el instante t

vi = 0,0002 . 500 = 0, 10 Km?, resulta; 0,10 = 0,0500 + C e®2*;
De donde: C=0,10-0,05=0,05; asi : v; = 0,0500 + 0,05 >

Q Luego: 0,10 = 0,05 + 0,05 2" de donde: £ = —1 1n010-0.05 ~ 50 afios
0,05 0,05
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ECUACIONES LINEALES DE ORDEN SUPERIOR

El formato general de estas puede ser:
o Ecuacion lineal no homogénea: y'+ Ay 4 Py?+Qy =Fy  [1]

o Ecuacion lineal homogénea (F,= 0): y"+ Ay +.4+ Py’ + Qy’ =0 [2]

Se resuelven transformandolas en ecuacmnes lineales de orden uno, de forma y’+ P.y = Q cuya
solucion es la formula: y = e F’dX[IQ &P dx + c]. Para esto, usamos el siguiente proceso:

0O Multiplicar ambos miembros de: ~ y"+Ay™ + By"*+...+ Py”’+ Qy’ = 0 por dx
y"dx +Ay™t dx + By dx +...+ Py’ dx+ Qy’ dx =0

O Integrar ambos miembros: fy" dx +Aly™ dx + BJy™* dx +..+ Pfy”’ dx + QJy’ dx =0

ddy dx = dy =vy', baja un orden a la ecuacion y genera una nueva
dxdx dx

constante de integracion Cp,.  La solucion general toma la forma: 'y =Cyy; + C, Yo+..+Cp yn + ... [3]

Q Este artificio I y'dx = j g ’ Z dx = j
X

La ecuacion primaria de orden n: y" dx +Ay™ dx + By"? dx+....+ Py’ dx + Qy’ dx = 0, se transforma en
otra de orden menor n-1: y™ + Ay™? dx+ By™® dx+....+ Py’ + Qy =0

O Iterar este proceso tantas veces, hasta lograr una ecuacion diferencial lineal de primer orden de la forma:
y’+P.y=Q, cuyasoluciénes:y = ePH[]Q. P dx + c]

CARACTERISTICAS DE LA ECUACION DIFERENCIAL LINEAL:
e La variable dependiente “y” y todas sus derivadas y’,y~,..., y™son de ler grado, cuando la
potencia de cada término en que interviene “y” es 1.

Las siguientes ecuaciones son diferenciales ordinarias de ler, 2do y 3er orden:
_ "__ _ 3
(y — x)dx + 4xdy = 0 y'—2y+y=0 Ay W 5y _er
dx dx
e Loscoeficientes a,,a,,..,a, de y’, y”.., y™ dependen solo de la variable independiente x.

e Las funciones no lineales de la variable dependiente o sus derivadas, como sen(y) 0 e’ no

pueden aparecer en una ecuacion lineal. Ejemplos: Ecuaciones diferenciales ordinarias de ler,
2do y 4to orden:

, . d 2 d 4
(1—ly)y +2y=e dr¥+senyzo (1)(4 +
Término no lineal: Término no lineal: Término no lineal:

El coeficiente depende de y Funcion no lineal de y Potencia diferente de 1
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1. Llevaa laforma de Ecuacion Resolver: y.y y” +2y =0, multico por ;
lineal homogénea (F = 0): 1 1 1
y'+Ay" +.4 Py + Qy’ =0 Yy = —y? = 42y==0 DYy’7-y+2=y"dx- ydx +2dx = 0
luego, multiplica por: dx y y y
" _ ddddy
2. Integra ambos miembros J. y dX_I y.dx+J. 2.dx ‘J. de - YJ. dx + ZJ. dx=0
m — yX+ 2x =0
dx.dx.dx
dddy dd x? x?
3. Simplifica, iterando los pasos 1y 2 I ————dx- YI x.dx + Zj xdx=0> =Y _yX 12" g
ol dx.dx.dx dx.dx 2 2
hasta lograr una ecuacion de orden dd 3 3
ldelaforma: y’ +Py=Q J' y dX—XJ‘ X2dX+I x2dx=0 y,_yx_:_x_
dx.dx 2 6 3
4. ldentifica: P —x3 3
y Q p_—X o-_X
3
- Sax L1
5. Aplica la formula: y=e jdx{[_ ej 6 dx+c} y= e6 " { %jx3.e o dx+c}
y= E'IPdX[IQ.eIPdXdX+C e " 4 i _ 4
y=ef4|— Ix e S4dx+c|=e| - st.e 2dx+c| St _ X
24
du = — £ x3dx
6

y:e;“[%jﬁ.e”du} y = ei[zj.e‘“du]= y= e —2e" +¢

4 4
X X
X4

y=e¥ —2e % 4C y__gu ¢

Para resolver ecuaciones LINEALES DE ORDEN SUPERIOR
Resolver:  y“ 42y —4e®* =0

1.Multiplica la ecuacion por: dx v dx+ 2y dx—4e?*dx = 0

2.Integra ambos miembros J’ Y dx + 2J‘ y dx — 4Iezxdx -0
dy 2x
Simplifica, iterando los pasos 1y 2 hasta lograr _[ d d X+ ZId—dX - 4_[9 dx=0
una ecuacion de orden 1 de la forma: q xax X
y+Py=Q d—y+2y—4e2X=0 > y42y—4e* =0
X
Identifica: P y Q p: 2 Q: 4e*

2X
Aplica la formula: y = eP*[/Q.e"®dx+c y = 4jezxdx+ ce = 4e” +C = 26, C
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ECUACIONES LINEALES DE ORDEN SUPERIOR

. o 1.
Multiplica la ecuacion por: dX Resolver: -y +; y—-3+4=0

Yy dx + 1 ydx+1dx=0
X

Integra ambos miembros

J. y dx+ I%y’dx+ Ildx =0

Simplifica hasta lograr una ecuacion J' ddy J' 1dy dx+ Ildx -0 ﬂ + (Ejy +x=0
de orden 1 de la forma: dxdx dx \x
y +Py=Q . 0 1
HZly+x= >y = |y=-
y < y Y)Y X
Identifica: P y Q p- 1 o _x
X
_.[L J‘l
Apllca laformula: y=¢€ =e | |-xe *dx+c| =" |f—xe" dx+c
de[J‘Q edede_'_C y |:.[ :| U X X+ ]

y=%(|. —X.XdX—l—C):%(j —deX—i—C):—%X?—I—C

Para resolver ecuaciones LINEALES DE ORDEN SUPERIOR

Resolver:  y“—y'+senx=0

Multiplica la ecuacion por: dx Yy dx — y'dx+senxdx=0

Integra ambos miembros % dy _
j ydx— j ydx+Jsenxdx J' de J'd—dx+jsenxdx 0

dy _0

Simplifica, iterando los pasos 1y 2 dx y—cosx=

hasta lograr una ecuacion de orden 1

de la forma:

y+Py=Q
Identifica: P y Q P=-1 Q=cos x

_ 7J.(—l)dx J.(—l)dx B X(J» L )
Aplica la formula: y=e U cosx.e ax+ c} =e*\|cosxedx+c

y = eP¥[JQ.e™dx+c y=e" (— %consxe‘X - % senxe ™ + c} = —%cosx - % senx+c
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Un circuito serie tiene una fem E = 100sen(60t) v, un resistor R=10 Q,
un inductor L= 0.1 h y un capacitor C= 1/260 f. Si la corriente inicial
y la carga inicial del capacitor son cero, calcular la carga del capacitor g =k

ECUACIONES DIFERENCIALES
Wilo Carpio Caceres
APLICACION: CIRCUITOS RCL CONECTADOS EN SERIE

en un instante: t =1segundo.

LA CAIDA DE VOLTAJE: Est4 dada por:

e Inductor = Inductancia L: henrys (h)

Caida de voltaje: L(di/dt)

e Resistor > Resistencia R: ohms (W)
Caida de voltaje: iR

e Capacitor - Capacitancia C: farads (f)

Caida de voltaje: (1/C)q

Proceso

1.Multiplico la ecuacién por:
dt

2.Integro ambos miembros

Itero los pasos 1 y 2 hasta
lograr una ecuacion de orden 1
de forma:

Q

y +Py=
Identifico: P y Q
Aplico la férmula:

y = eP¥JQ.ePdx+c

Pagina 45

Por 2da Ley de Kirchhoff, la suma de las caida de voltaje es

{&en e

Como: | = % , la ecuacioén diferencial sera:
d? dq ,dg 1
L=21r—=+2q=E@®
dt dt C 4"
Desarrollo

igual al voltaje E(t) suministrado al circuito, esto es:

0,1y "+10y +260 = 100sen(60t) > 0,1y +10y +260—100sen(60t) = O
0,1y "dt +10y dt + 260dt —100sen(60t)dt = 0

ddy dy _
o1j e +10[ Eo|t+2eoj dt—100[ sen(60t)dt = 0
01y +10y + 260t +100c0s(60t) = 0

Divido por 0,1:

y +100y + 2600t +1000cos(60t) = 0

y'+100y = [-2600t - 100cos(60t) |

P =100

7100_[ dt

y=e U (~2600t —1000cos(60t)) '/ dt + ¢

Q=[-2600t- 100cos(60t)]

ecuacion quede de forma: y'+Py=Q

y =™ || 2600[tedt |- hooo cos(eor) et | |

100t
y=e'|| 2600t 1 [t ||
20 20
e—lOOt B 260 LelOOt B elOOt
' 20 20
Parat=1: y — %] _260 L_ﬂ —1100
20 20

100(605en(60)+20005(60))ﬂ y=e 100{ 100({

y:

y=e 100{ 100{
y _ 7100 100 6100(61.96) 9
4000

100

4000

1000{e

207 +60°
19 (60sen(60t) + 20cos(60t))

] o

4000

' (60sen(60) + 20cos(60))
4000

4000

= e [~1000]6,85x10% |

y=e7%® [ 685x1034] |y = —3.4x10°°| Carga del capacitor en el instante: t=1

e 1 | [ (~2600t ~1000c0s(60t)) £ dt + ¢

190 (60sen(60t) + 20 cos(60t))m

[

|

e1°°(5],96+10)ﬂ
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APLICACION: CIRCUITOS RCL en SERIE

Un circuito de resistencia de R=100 ‘a(hm) Yy una bobina de L=1 henrio, €s 3 —
alimentado por una fuente de corriente continuagsin oscilacion) de E=30 volts.
Calcular la corriente q circula por el circuito en el instante de tiempo t=2 seg. {Em -
' d2q T
- . [ di : . dqg - —1 dg
Por Kirchhoff: || == |+ IR = E(t); ycomo: | =— > Eg=L + R —
[dJ+ ® dt O g2 dt
2 2
q dq dq dq
Llevo a forma: y" + Ay"'l +..+ Py”’+ Qy’ =0 Ew :LF +R E 930:1? + 100& > y’+100y’-30=0

1.Multiplica la ecuacion por: dx
y”’dt + 100y’dt — 30dt =0

Y, 100y —30t =0

dd d
[ —ydt+1ooj d—i/dt—3of dt=0 *

2.Integra ambos miembros dtdt

Simplifica, iterando los pasos 1 y 2 hasta

lograr: y’ + Py = Q y’ + 100y = 30t

Identifica: P y Q P =100 Q =30t
__—[2o0dt J200at — _-100{dt 100 dt

e e ol y(t) =e : ISO.e dx+c|=e . 30J. ) dx+c

y= e-dex[J‘Q.edede_'_C

y(t) =e ™ .[30'[ % dx + cJ =e %, BO(iOOt) +C
100

Reemplazo en t=2;

V)= e {30(

@200
100
Y(2) = 0,29808 A Corriente en el instante de tiempo t=2

)+ c} =1,38E —87[2,16E86]

APLICACION: MOVIMIENTO AMORTIGUADO LIBRE

La fuerza de amortiguacion que actGan en un cuerpo es proporcional a una
potencia de la velocidad instantanea. La fuerza es multiplo constante de dr/dt.
Sin otras fuerzas externas sobre el sistema, se sigue la 2da ley de Newton,
donde B es la constante de amortiguamiento positiva con signo negativo por
que la fuerza amortiguadora actta en direccion opuesta a la del movimiento.

Al dividir la ecuacion por la masa m, la ecuacion del movimiento es

d2x+ B dx N k 0

oy 4 =

dt?  mdt

Llamo: 22=£ y @z=X > L%y wx=0
m m dt dt

Multiplico por dt e integro: f%dt + 21f§dt +ow’x[dt=0
X+ 2&x+w?xt=0 > x' + x2A+wi) =0
X w?t? _aae-e2t

—=—-2A+ w?t) > Inlx| =-2at—=— > x=ce 2

X
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APLICACION: Resorte 11

Un peso de 3kg estira 153mm cierto resorte. Si se tira del peso hasta 10cm por debajo de su posicion
de equilibrio y luego se suelta:

a) Establecer la ecuacion diferencial y las condiciones asociadas que describan el movimiento.

b) Hallar la posicion del peso en funcién del tiempo.

c) Determinar la amplitud, el periodo y la frecuencia del movimiento.

d) Calcular la posicidn, velocidad y aceleracion del peso (1/2) seg después de haberlo soltado.

3 d X 19 6x dZX
Por Hooke | | k|X| 3=k.0,153> k= 19,6 Ecuacién del movimiento: 9 8 dt2 >t 64x =0 (5
Para t =0 el peso esta 10cm debajo de la posicion de equilibrio, la condicion x= 0,10 m (6)
Como el peso se suelta (es decir, su velocidad es nula) cuando t =0: ((ji)t( =0 @)

La ecuacion auxiliar de (5) es: m? +64 =0, cuyas raices son: m ="* 8i, luego, la solucién de la ecuacion es:
X = Acos8t + sen8t (8) De (6): A =0,10, de modo que: x = 0,10cos8t + Bsen8t

Derivando: % = —0,8sen8t + 8B cos8t = Con (7): 0=-0,8Sen 8. 0 + 8BC0s8.0 > B=0

Lasoluciones: x=0,10cos8t (9) Laamplitud es 0,10m.

Frecuencia f: f:i\/K:i 196 _ 8 _ 4 ciclos por segundo
2z \m 22 \0306 27 &

dx

2

d“x
Periodo: T = % =~ seg Derivando: x=0,10c0s8t: v =—==-8*0,10sen8t >a = F =—-64*0,10cos8t
4

Parat=1/2: x=0,10(-0,656) = -0,0656 -> v=-0,8.0,10(-0,755)=0,604 - a=-64. 0,10(-0,656)=4,2
Asi: ¥ seg después de haber soltado el peso, este se halla 0,0656 m por encima de la posicién de equilibrio, descendiendo con una
velocidad de 0,604 m/seg y una aceleracion de 4,2 m/seg 2

Ecuacion de orden superior, que describe el movimiento del resorte: % +64x =0
t2
- ) " _ . " ., ddx
Multiplico por dt:  X''dt +64xdt =0 Integro: .fx dt + .[64xdt =0 Reemplazo x''= v

dx

I ddx dt + I64xdt =0>> n +64xt =0 > X+64xt =0, ecuacion diferencial de orden 1.

Comparando con: X+P(t)x =Q(t) > P() =64t Q(t)=0

64{2

Reemplazo en: y = e "*([Q. " dx + c] > X(t) :e-I“‘d‘UOeIGMdeC]: e? +C

2
x(t) =e™*" +C, por condiciones de contorno: C: x=01m t=0

3240
010=e™"+C >010=1+Cc > -09=C
Ecuacion diferencial del problema: x =e 2" —0.9, de la 1ray 2da logro velocidad y aceleracion:

2
%: 62t * (_64t) > ‘;tx a=—64e"% —64te " (-64t) = 64e 2" (—1+ 64t°)
t

La posicion, velocidad y aceleracién para t=0.5seg:
x =e29%° .0 9=-0,89m > v =-0,64.0,56 2 0%°=-0,64 miseg > a =64 €2 "% (1- 64. 0,25)= 0,32 m/seg.
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APLICACION: MOVIMIENTO NO AMORTIGUADO DE UN MUELLE
Un peso de 4 libras estira un muelle, desde su posicion natural, en 8
pulgadas.

Si se estira el muelle hacia abajo otras 6 pulgadas y se suelta con una
velocidad inicial hacia arribe de 8 pies por segundo, hallar la férmula para
la posicion del peso en funcion del tiempo 1 y la posicion y para un tiempo *

I fomvgitad natwaad

de 3 segundos. o

Datos: ] — y-esplagmmiento
L: longitud natural 25
Y: desplazamiento Cowe !

Peso (W)= 4 libras o
Posicién natural = 8 pulgadas

Se estira = 6 pulgadas

Velocidad inicial = 8 pies/segundo

Tiempo = 3 segundos

G = 32 pies/segundo

Por la ley de Hooke, un muelle que se extiende (o se comprime), las unidades de su longitud natural 1 tiende a volver por
si mismo a su longitud natural, mediante una fuerza F que es proporcional ay. Esto es; F(y) = —ky donde K esla

consonante del muelle que indica la rigidez de un muelle dado.
F es proporcional a'y = por tanto F(y) = —ky

Peso del objeto W = m*g

2y
Segunda ley de Newton> F = ma; donde g = 3_2 es la aceleracién.
t
2
Si el movimiento no es amortiguado, su ecuacion es: m[(;ZYJ — ky > (cjit2)/+(:1jy -0
y

2
Por Hooke: 4 = k(gj; k=6. El peso W viene dado por MQ: m = w_ 4 =
g 32

(o Bl

2
La ecuacién del movimiento no amortiguado es: C(Jj 2y +48y =0
t

Como la ecuacion: m? +48 =0 tiene raices complejas m = 0 + 4+/3i , la solucién general es:
y = C,e° cos4+/3t + C,e’send~/3t = C, cos4+/3t + C,send~/3t

Usando las condiciones iniciales, tenemos: ; =C,(1)+C,(0)=>C, = ; y(0) = 3

y'(t) = —44/3C,sen4+/3t + 44/3C, cos4/3t 2 g= —4@@)(0% 44/3c,(1)=C, i y(0)=8
1 23
La posicién es un tiempo t viene dada por:. Y= ECOS4x/§t + T\/_ sen4\/§t

2[
En 3 segundos: Y = —cos4J_ 3(3)+— sen4\/_ 3(3) .y = 2.59 +0.418 = 3.008 pulgadas = 3 pulgadas

ECUACION LINEAL HOMOGENEA:
Una ecuacion diferencial lineal de orden n de la forma:
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1

08

EJempIo. 2y + 3y’ —5y = 0: Ecuacion diferencial lineal homogénea de 2do orden

bova (x)% +ag(x)y=0: Es homogénea

-1
_1(x) o 2’ ot al(X)? +a,(x)y = g(x): Con g(x) # 0: Esno homogenea.
X

EJempIo. x3 y” + 6y’ +10y = e*: Ecuacion diferencial lineal no homogenea de 3er orden.

TEOREMA: PRINCIPIO DE SUPERPOSICION:
Sean vy, ,y,...., y.soluciones de la ecuacién homogénea de n-esimo orden en un intervalo I.

Entonces la combinacion lineal: y =c,y,(x)+c,y,(x)+...+c,y, (x) ©,donde ¢, i=1.2,.., k
son constantes arbitrarias, también es una solucion en el intervalo.

Ejemplo: Las funciones y, =x?> 11 y y, =x?Inx [11] son soluciones de la ecuacion lineal homogénea
x3y" —2xy’ +4y =0 en el intervalo (0,x).
Por principio de superposicion la combinacion lineal: y=c¥;(X)+c,y,(X)+...+c.y, (x) [
Reemplazo [1]y [11] en [0] Solucion de la ecuacion en el intervalo:  y = ¢, x* +c,x? In X

APLICACION: VIBRACIONES LIBRES DE UNA MASA

—

Una masa sujeta en sus extremos a un resorte
y un amortiguador:
Fs = -K.X Fuerza del resorte sobre la masa

I
0o

\ Fr = -cv Fuerza de restitucion del
' T Amortiguador amortiguador sobre la masa, proporcional al
! Ny desplazamiento X. y a velocidad V.
| Xt . "F= »=Fs+F
X=0 X>0 Q PorNewton: F=MmM.a > mXx " =KSs r

d?x , dx o N

Luego: M. —2 +C a +k.X = 0: Ecuacion lineal homogénea de 2do orden de las vibraciones libres de la masa M.

dt

DEFINICION: DEPENDENCIA LINEAL
Un conjunto de funciones f,(x), f,(x)..... f,(x) €n un intervalo I, es:

e Linealmente dependiente: Si existen constantes c c,,..., c

c, f,(x)+c, f,(X)+...+c, f, (x) =0, para toda X.
Ejemplo: Las funciones: f (x)=cos®x, f,(x)=sen?x, f,(x)=sec? x, f,(x)=tan?x son lineal dependientes en el

, ho todas cero, tal que

n

intervalo (_’f,” porque existen constantes c,,c,,..., c,,, N0 todas cero, tales que
2 2
o ¢ f(xX)+c,f(X)+...+c, f (x)=0, para toda X.
R ¢, cos® X +C,Sen’Xx +C, sec® X +¢, tan®> x =0

Donde: ¢, =c, =1,¢c, =—1,c, =1. Aquise usé cos’ Xx+sen’x =1y 1+tan®x =sec’.

e Linealmente independiente Si el conjunto de funciones no es linealmente dependiente.

PROBLEMAS DE VALORES INICIALES Y DE VALORES EN LA FRONTERA:
Para una ecuacion diferencial lineal, un problema de valor inicial de n-esimo orden es
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n n-1
3 Resuelva: a, () Y+ a0 T +a, (0 +a,(x)y = 9(x)
. -1
a Sujetaa: y(x,)=y, V(%)= Y Y (%)= Yo

Se busca una funcion definida en algin intervalo I, que contiene a x,, que satisface la ecuacion
diferencial y las n condiciones iniciales que se especifican.

TEOREMA: EXISTENCIA DE UNA SOLUCION UNICA

Sean a, (x)a,,(x)...a,(x) Y g(x)continuas en un intervalo I, y sea a_(x)-opara toda x en este
intervalo. Si x = x,es cualquier punto en este intervalo, entonces y(x)del problema de valor inicial existe
en el intervalo y es Unica.

Ejemplo: El problema de valor inicial

3y” +5y"—y'+7y =0 y@=o0 y@=0  y'@1)=0

Posee la solucion trivial y=0.Debido a que la ecuacion de tercer orden es lineal con coeficientes
constantes, es decir, se deduce que se satisfacen las condiciones del Teorema. Por consiguiente, y =0 es
la Gnica solucion en cualquier intervalo que contiene a x=1.

Ejemplo: Comprobar que la funcion y = 3e?* + e —3x €s una solucion del problema de valor inicial
y'—4y=12x,  y(0)=4, y(0)=1

Ahora la ecuacion diferencial es lineal, los coeficientes, asi como g(x)=12x,son continuos,
a,(x)=1=0en algun intervalo I que contiene a x=0.Se concluye del Teorema que la funcion que se
provee es la unica solucion en 1.

ECUACIONES LINEALES en SERIE DE POTENCIAS

DEFINICION: La serie de potencias en (x - a), centrada en a, tiene la forma:
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fr= ¥ Cn (X-)" = o (x-a)"+c1(X- a)t +Cy (X - a)% + C3 (X - 3)*+ ...+cp (X - A)"

n=0

PROPIEDADES DE LAS SERIES DE POTENCIAS:
1. CONVERGENCIA: La serie de potencias Y.c,(x - a)" converge en un valor de x si su sucesion de sumas parciales
{Sn(X)} converge, si existe: Limpy.qoSn(X) =Limy.go SN Co(x—a) Si el limite no existe en X, la serie es divergente

2. INTERVALO DE CONVERGENCIA: Toda serie de potencia tiene intervalo de convergencia dado por el conjunto
de numeros reales x para los que la serie converge.

3. RADIO DE CONVERGENCIA: La serie de potencias tiene un radio de convergencia R. Si R>0, entonces la serie

de potencias Ycn(x - a)" converge para: |[x-a|<R y diverge para: [x-aj>R. Si la serie solo converge en su centro a,
entonces R=0. Si la serie converge para toda X, entonces se escribe R= o,

TEOREMA: RADIO DE CONVERGENCIA p:

Cn

Dada la serie de potencias: ZCan , si el limite p = Lim existe, entonces:
n=1

O Si p=0,laseriediverge paratoda x # 0.

n+l

o0

O Si 0<p<oo,entonces ZCan converge si: |x| <p ydivergesi |x|>p
n=1

O Sip=oo, laserie converge paratoda Xx.

4. CONVERGENCIA ABSOLUTA: Si x es nimero del intervalo de convergencia y no del extremo del intervalo,
entonces la serie de valores absolutos Y c,|(x - a)"| converge.

5. LA SERIE de POTENCIAS DEFINE la FUNCION: fi =Yc,(x - )" Su dominio es el intervalo de convergencia.
Siy =Yc,.X", es serie de potencias en x, las 1ras dos derivadas son y’ = Yc,.nx™ y y”’ =3c,.n(n-1)x™?

TEOREMA 1: DIFERENCIACION TERMINO a TERMINO de SERIES DE POTENCIAS
Para poner todo en funcion de x,, cambiamos el indice, asi comparamos los coeficientes, de modo que, al reducir en k
el indice bajo el sumatorio, debo aumentarlo en k dentro del sumatorio.

y= Z apX" Lalraderivada: y’ = z n.ax"?
D )

- - e Paran=1 >nax"'= lax*?t = 1a,%°
Desarrollo: Z n.anX - = e Paran=2 >nax™= 2a,x?t = 2a,xt
! ) e Paran=3 %nanxn'lz 3a3X3'l = 3<’:13X2
=1.a,x°+2. a,x**3. ;X" +4. a,x3+.[1] e Paran=4 >nax"'= dax*t = dad
o . e  Paran=0>(n+1)an. X" =(0+1)ag,x° =1a,x°
Desarrollo: 20: (n+l)an+1X = o  Paran=1->(N+1)anx" =(1+1)az.x" =2a,x"
) e  Paran=2 >(N+1)an. X" =(2+1)as.x° =3a5X?
=1ax+2a,xt+3.8X +4.a,3+.. [11] ®  Paran=3 >(N+1)a. X" =(3+1)ag.xX° =4a,x®

Como =011y’ = ), nanxX™ = ) (+D)anax” >y =), (hnax"? = ) (n+1) (142)n.aneX"
1 0 2 0

o = 1 -
Ej: Diferenciando: %°x" =1+ X+ X% + X* +...+ X" +..= T x 2 =14 2 3 A X =
n=0 - n=1

1-xf

6. PROPIEDAD DE IDENTIDAD: Si Yc,(x - a)" = 0, R>0 para los nimeros x en el intervalo de convergencia,
entonces ¢, = 0, para toda n.
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TEOREMA 2: PRINCIPIO DE IDENTIDAD: Si dos series de potencias representan la misma funcion, son iguales.
Luego, si: ianxn = ibnxn Para todo punto x en intervalo abierto I, entonces a, = b,, para toda: n>0

n=0 n=0

© o
Ejemplo: y’=Y, Donde: Y = Z apX"  Lalraderivada: y’= Z n.ax"*
0 ]

n 0 0 n
Reemplazoen: =y > ) nax"=) ax" > ) nax™-) ax"=0 (o]
1 0 1 0

Paran=1 >nax"'= 1a;x** = 1a,x°
Paran=2 >nax"'= 2a,x° ' = 2a,x*
Paran=3 >nax"'= 3a;x° ! = 3ax?
Paran=4 >nax"'= da,x*t = 4a8

Desarrollo: z I‘l.a.an'1 =
1

2
=L ax°+ 2. a,xt+ 3.8X +da 3+ .. (1]

Para n=0 > (N+1)an, X" =(0+1)ag,x° =1a;x°
Para n=1 >(N+1)an.X" =(1+1)agx' =2a,x"
Para n=2 >(N+1)anX" =(2+1)ap.x* =3ax°
Para n=3 >(N+1)an X" =(3+1)ag.x° =4a,x’

o
Por otra parte, desarrollo: Z (n+1)an+1x”
0

2
=i, a1x°+ 2. a2x1+ 3. a3X + 4. a4x3+...[ 1]

Reemplazando [ 11 ]en[0] : z (n+)ans1 X" - z anx"=0-> z [(N+1)an+1 - an]X" =0
0 0 0

O sea: [(N+1)@n+1 - @n] = 0, de donde resulta la FORMULA DE RECURRENCIA: dp+1 = dp /(n+1)

A partir de la férmula de recurrencia, calculamos
a, a, a, - €n términos de g, , esta es la

constante arbitraria de la solucién de una ecuacion
diferencial de primer orden, usada como parametro.

Paran=0: ag+; = a9 /(0+1) =ay/1 > a; =ay /1!
Paran=1:ap, = a; /(1+1) =ay/2 > a,=ay /2!
Paran=2: @, = a [(2+1) =@y /6 > az=ay /3!
Paran=n: ans; = a, /(n+1) = ag/nl> an = ag /NI [ 1117

ARITMETICA en SERIE DE POTENCIAS: Combina operaciones de suma, multiplicacion y division.
Como la serie de potencias converge para |X| < 0, la serie de productos convergen en el mismo intervalo.
Las series de potencias, algebraicamente se operan en forma similar a la operacion de polinomios.

Por ello, si: f(x):ianx” y g(x):ibnx” (12)
n=0 n=0

Entonces:

O Adicion: f(x)+g(x):i(an +b,)x" (13)
n=0

0 Multiplicacion: £ (x).g(x) = icnxn = agb, + (ayb, + ab,)x+ (ab, + ab, +a,b,)x*+ (14) Multiplicar cada
n=0

término de la primera serie por cada término de la segunda y después reducir coeficientes de términos semejantes en X.

Ejemplo: De la tabla anterior, para toda x: senxcosxz(x_gx3 +ix5 _...)(1_1)(2 +ix4 —)
6 120 2 24
1 1 3 1 1 1 5 3 5
=X+ (- + ()X +.. _, 4 16 _1 (2x)° | (2x) _1
Ce 2 Tt 0 _x—6x3+120x5—---—2{(2x)— a om T
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O Cociente: De dos series de potencias puede calcularse aplicando el algoritmo de division de la serie de Taylor
1 2 17
para cos X entre sen x produce la serie cuyos primeros términos son: tan X = X+ = 3 X3+ 15 x> + Ex -(15)

La division de series de potencias es mas compleja que la multiplicacion, asi, la serie f/ g, puede perder la
convergencia en puntos en donde las series f y g convergen. Asi, las series del seno y el coseno convergen para
toda x, mientras que la serie de la tangente dada en la férmula (15) converge solo cuando |x| <1/ 2.

SERIES TIPICAS DE POTENCIAS

2 3 n_ 1 . 0 2n+l 3 5
I+X+X+ X"+ . .+ X —E,S||x|<1 ©)] senh x = Z Xt ot —tees (8)
~ (n+1)! 3 5
exzix_n:1+x+x_2+x_3+...' (4) © ”+1Xn X2 X3
~ nl 20 3 In(1+x) = (-1) TEX (9)
© 2n 2 4 n=1
X X X
cosx =Y (-1) =1-=—+=——-- (5) a_ al@-l) ., ala-N)(@-2) ;
; (2n)| 2l 4 (1+ X) =1+ax+ ) 3' X” 4+ (10)
e 2n+1 3 5 f(n)
senx=2(-1)"—x _1-X X () Zo _(a)(x a)'=f(a)+ f'@(x-a)+ ()(x a)2+(11)
n=0 (2n+1)! 3 o nLas series:
® ¥ 2N x2 x4 (4) - (8) convergen a las funciones indica@as para toda x
coshx = Z =l+—+—+-; (7) (9) - (10) convergen solo para [x| < 1, y divergen para [x| > 1.
n=0 (Zn)! 2! 41 (10) donde a es un n° real arbitrario es la serie binominal.

(3), es la serie geométrica.

8. ANALITICA EN UN PUNTO: Una funcién f es analitica en un punto a si se puede
representar mediante una serie de potencias x - a con radio positivo o infinito de convergencia.

Ejemplo: La funcion f(x) = cos x puede representarse mediante series de Taylor.
RO =h)" =g, + Fr(h).(x=h)' | £ () (x=h)? 4 £ (0)(x=h)® 4 4 F (h).(x=h)"

; n! 1.1 2. 3! n.!
Para: h =0, toma el formato de la serie MacLaurin la cual, para f, = Cos x
Reemplazo cada valor: F(0).x" f"(0).x" =f ot f'(0)x" +F X, f (0).x° 4 f(0)x"
_nt =~ nl 1. 2.1 3. n.!
en la formula de Maclaurin
foCorx 3= Cos = O ¢ 0F 3¢ ¢ 1¢ 0x I 0
f=Senx >f=Sen0=0 o 1 2 33 4 5 6 7 8
f”(x) =-Cosx > f(=-Cos0=-1 Serie de MacLaurin
=Senx>f =Sen0=0 x2 x4 xb
fog=Cosx=1-— + —- —+
21 41 o
2 4 6
X X X .
Por tanto: fy = Cosx =1 - o + o o + ... muestraque: f(x) =cosx esanaliticaen x=0.

9. PUNTO SINGULAR X(g):
Si divido entre el coeficiente a,(x) la ecuacion lineal de 2do orden: ax(x)y’’+ a;y’+ agy =0 [I]
adopta la forma estandar: Y +Po yV+Quy =0 [I1]



Matemidtica Superior ?(/aﬁcm/ﬂ ECUACIONES DIFERENCIALES

14/08/13

10.

11.

Wilo Carﬁo Caceres Pagina 54

e Unpunto X, es punto ordinario de [I], si Py Yy Q(x de la forma [II] son analiticas en X,.

e Un punto no ordinario es un punto singular de tal ecuacion.

e Un punto singular X de [I] se clasifica como regular o irregular, segin sean las funciones
Py Q en la forma estandar: [I1]

Ejemplo: Los puntos x=2 y x=-2, son singulares de: (x* -4)%y**+3(x-2)y’+5y=0. Divido en: (x* -4)*=(x? -2)*(x* +2)* y
reducir los coeficientes a términos minimos: Py= 3 / [(x-2)°(x+2)’] y que: Qu= 5/ [(x-2)*(x+2)°]

Prueba que Py y Q en cada punto singular: Para que x=2 sea un punto singular regular, el factor x-2 puede
aparecer a lo sumo a la 1ra potencia en el denominador de P y a lo sumo a la 2da potencia en el denominador de
Q- En los denominadores de P, y Qy), sSi ambas condiciones se satisfacen, luego x=2, es un punto singular regular.

PUNTO SINGULAR REGULAR Xx(): De la ecuacion ax(x)y’’+ ajy’+ agy = 0 si la funcion py=(x- Xo)Pw Y la
funcion qpy=( x- Xo)? Qx son analiticas en Xo. Un punto singular no regular es punto singular irregular.

COEFICIENTES POLINOMIALES: En py=(X- Xo)PYy la funcion ouy=(x- Xo)? Q) se llega a la conclusion que al
multiplicar P por x —x, Yy Qupor (x- Xo)*tienen el efecto de que X-X, Yya no aparezca en los denominadores, luego

la ecuacion original se puede escribir como: (x> Xo)%y’’+(x- Xo) PwY’+ dry=0, donde p y g son analiticos en x- X,.

Si: ax(x)y”’+ a1 (x)y’+ ap(X)y = 0 tiene coeficientes polinomiales, si el polinomio analitico es un valor x, y una funcién
racional es analitica excepto en los puntos donde su denominador es cero.

Ejemplo: x.y*> +y’+xy=0 (3), los coeficientes A=x, B=1, C=x son funciones analiticas de x.
Dividiendo en A y haciendo: P = i y Q= i, )~> y’+ ly’ +y =0 (4).
X X X
Si las funciones P (x)yQ (x), enel punto x = a, son:
e Analiticas: El punto x =a esun punto ordinario de la ecuacioén (2)

Asi: x = 0: es punto ordinario de xy’’ + (senx)y’ + x°y = 0; aunque A (x ) =x seanulaen x=0.
En x = 0 porque la division entre x da una serie de potencias convergente

e No analiticas: El punto x = 0 es un punto singular. El punto singular de las ecuaciones (3) y(4)es x=0

TEOREMA: EXISTENCIA DE SOLUCIONES EN SERIES DE POTENCIAS:

Si X = X, es punto ordinario de: ax(x)y’’+ ai(x)y’+ ao(X)y = 0 siempre es posible hallar dos soluciones
linealmente independientes en forma de serie de potencias centrada en X, es decir: y =Yc,(x-a)"

La solucion converge al menos en un intervalo definido por |x-x,|<R , donde R es la distancia desde x, al
punto singular mas préximo.

Ejemplo: Resolver por serie de potencias: y”’+xy=0 Por el método de coeficientes indeterminados de series

Por el teorema anterior, existen 2 soluciones en serie de potencias centradas, convergentes para |X| <,

Sustituyo: y = S ¢ X" y su 2da derivada: y’’ = " o (N-1)X"2 > y»+ xy = S Con (N-1)x"2 + x S cy x"=0
2 2 2 2
n-2

Cambio el indice de suma: y’+xy = i can(n-1)x" Z Cn X" = 202+zw:[(k + 2).(|( +1), Ce., +Ck+11Xk =0
k=1

2 0
El coeficiente de la potencia de x=0, es decir 2¢,=0, por lo que: k=12 C3=- C /2.3= -C/(2.3)
(k+2)(k+1), Csa + Cs1 =0, cOn k=1,2,3,.. k=2 ¢4=- ¢ /3.4=-c1/(3.4)

Resolver: (k+2)(k+1), Cx+p + Cx+1 = 0 para: Cysp €N término: Cysg k =3 Cs=- C, /4.5= -C,/(4.5)
C—_ Ciu para: k=1,2,3,.. k =4-> cg=- C3/5.6= -C3/(5.6) = -co/(2.3.5.6)
2T (k+1)(k +2) k=5 C;=- €4 /6.7= -C,/(3.4.6.7)

Sustituir los coeficientes en: y = C, +C,x+C,x? + C,x* +C,x* +C;x* + Cox® +C, X" +...

. C C C
Se obtiene: y= co+c1x+0——x3——1x4+0 0 X6+ 1 X7
2.3 3.4 2.35.6 3.4.6.7
Luego de agrupar los términos que contienen C, Y los que contienen C_, se obtiene y = C,y, (X) + C, Y, (X) donde:
© k © k
AOE 2— XYy, =x+ Z— X

~23..(3k —1).3k £43.4..3k.(3k +1)
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La combinacion lineal y = CoY:i(X) +C,Y,(X) (ecuacion de Airy) es solucion general de la ecuacion diferencial.

COEFICIENTES NO POLINOMIALES: Encontrar una solucién en serie de potencias respecto a un punto
ordinario X, =0 de una ecuacion diferencial cuando sus coeficientes no son polinomios.

Ejemplo: Para resolver por serie de potencias: y’’ + (Cos.x)y =0

x =0 es un punto ordinario de la ecuacion debido a que: Cos.x es analitica en ese punto.
2 4 6
Usando la serie de Maclaurin para Cos x dada en cosx = 1_X_ x _X + ... junto con la suposicion de que

2 a4 el
y=) C,x" ysabiendoque y' =>"" C .nx"* y y =>" C,.n(n-1)x"? seencuentra

© X2 X4 X6 ©
y"+(cosx)y=> n(n-1C x"? +|1-—+——-"—+ > C,x"
n=2 . H

n=0
Obtenidos los coeficientes C agrupamos términos para llegar a la solucién general.
1 1 1 1
Y =Co¥,(X)+C,y,(x) donde: 'y, =1—5x2 +EX4 — Y V(0= x—gx3 +%x5 -

Como la ecuacién no tiene puntos significativos finitos, ambas series de potencias convergen para |X| <

Llevo a forma: y’+ky =0, luego reemplazo en ella: Resolver: y’-2y= 0

- v ; o= v -1,
y=Ya, X" [0] ysuderivada: y’= Y na, X"
0 1

. _ Zw:n.anx”’1 -2 ianx” =
1 0

y’+ ky :in.an X" kian X"=0[] > in.an Xn_l = kZan X" Ajusto
1 0 1

0

indices de sumas, asi aparece X" en cada serie:

i n.a, Xn-l = lag XO + 232 Xl + 333 X2 + ... na, Xn-l + [*]

S (n+Da, 1Xn=1al X0+ 22, X" +3a5 X* + ... map X"+ [
0

Luego como [*]= [**]: i(n +1a,, X" = kian X" [
0

Reemplazo [I1]en 1] : i(n +1)a

Factor comtn X" i[ (n+1) apsy + ka, 1x"= 0

0

n © n_
n+l X"+ kzanx =0

(n+1)a,,x" —2ianx” =0
0

0

o[s o[ s

[(n +1)an+1 - 2an] x" =0

Luego: (n+l)an++ kap,=0 > (n+l)an = ka,

Formula de la recurrencia:  an+1 = K an / (I’]+1) Ay = 2a,
(n+1)
Paran=0: @gs; =81 = kag/(0+1)=kag/1>a;=kag/1=k'ay/1!
Paran=1: @ =ay=ka;/(1+1)=ka, /2 >a,=kkag/1.2=k*ay/ 2! Az 28
Paran=2: @y, =as= Kap/(2+1)=ka,/3>az=kkkag/1.2.3=k>a,/3! n nl
Generalizando: >a,=k"a,/n! [v]
0 ) 0 W n 0
Reemplazo [IV]en[0]:y = Z = k" ag/nt) x" y =zanx” :Z 2°8, x"= a, 2" En:
0 0 N N
y= Zk a = i LReemplazo funcion exponencial: o i Ln Y=a i (2. X)n , Solucién: Y = dg e
° n! =" &~ nl L

Llevo a forma: y’>+ky =0, luego reemplazo en ella: Resolver: y' —x?y =0
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o

; . w= % -1,
y=Ya, X" [0] ysuderivada: y’ = Y na, X"
1

0

o 2
Y o © Y ~ 1
len.anxnl’fk;anxn:O[I] —>zl:n,anx”1: kY a,x" i
1
>
0

2
a, X

n

-1 =
5 n.a,x X

na,x""-x2 > a,x" =0
0
n Z n
0

0

Ajusto indices de sumas, asi aparece X" en cada serie: N n
(n+1)a,,,x" = x2 Y a,x

d n_,. & n 0

Y. (n+D)a,, X =ky'a X [

0 0
Reemplazo [11]en [1]: Y (n+1)a,, X"+ kY a, X"=0

0 0
Factor com(n: i[ (n+l) aps + ka, 1x"= 0
0
Luego: (n+1) @psq+ kan= 0 > (n+l) ang = ka, (n+1a,,, = x%a,
Férmula de la recurrencia: an+ = kan/ (n+l)
2

Paran=0: 8gs1 =a;= Kag/(0+1)=kag/1>a;=kag/1=k'ay/1! ans1= X% paran=>0 ap=x2 3
Paran=1: A1 =8,=kay/(1+1)=ka; /2 > a, =kkag /1.2=k’a, / 2! (n+1) n!
Paran=2: Aps1 = 8 = Kay /(2+1)=ka,/3>a; = kkkag /1.2.3 = k’a, /3!
Generalizando: >a,=k"a,/n! (v

Reemplazo [IV]en[0]:y = ian x"=k"ay/n!
0

B ) o N y=>»ax" ~ e x" ~a
Reemplazo la funcién exponencial: gx :z L_ 20: " Z ! °z !
= N
n=0

Llevo a forma: y’+ ky =0, luego reemplazo en ella: Resolver: y’-4y= 0

- v ; L= v -1,
y=Ya, X" [0] ysuderivada: y’= Y na, X"
0 1

. 1w o . s dnaxt-4Yax =

Zn_anX +kZanX =0[] = Zn.anX = kZanX 1 0
1 0 1 0

= PR P n g & n 9

Ajusto indices de sumas, asi aparece X ' en cada serie: Z (n+Ya,, X = kzan

0 0

(n+1)a,x"

Il
IN

OMS OMS OMS
QD
:><
]

n
X© (n+1)a,, x" -4

Reemplazo [ en[1]: Y (n+1)a,, X"+ kY a, X"= 0 (n+1)a,,x" -4
0 0

[(n+Da,., —4a,] X" =0

oMs o[ Ms oMz o ]s

Factor comdn: i[ (n+1) apsy + kap 1x"= 0
0

Luego: (n+l) ap++ kan =0 > (n+l) an = ka,

Férmula de la recurrencia:  @n+1 = K an / (N+1) da, a
Ans1 = an = 0

Paran=0: Ag,;=a;= Kag/(0+1)=kag/1>a;=kag/1=k'ay/1! (n+1) n!
Paran=1: A, =8,=kay/(1+1)=ka; /2 > a,=kkag/1.2=k?ay/2! C e M & (4
Paran=2: @y =a3= Kay/(2+1)=kay/3>as=kkkag/1.2.3=k>ay/3! y=2anx ‘Z nl".x -aoz e
Generalizando: s>a,=k"ag/n! [iv] 0 n:: . : n-0 :

2 © = = X iAne v = 4x
Reemplazo [IV]en[0] :y = za x"=k" ay/n!; Reemplazo: g* — Z ﬁ En: y aoz o Solucién: y= ao €

0 ' n=0 n! n=0 ’

APLICACION: CRECIMIENTO Y DECAIMIENTO



Matemidtica Supem’or ?lﬂﬁcm/ﬂ
14/08/13

En periodos cortos la tasa de
crecimiento de algunas poblaciones
es proporcional a la poblacion
presente en cualquier momento:
dx/dt =k.x (1)
Donde k: constante de
proporcionalidad, se emplea como
modelo de  fendmenos  de
crecimiento o decaimiento.

Si conocemos una poblacion en
cierto momento inicial t = 0, la
solucion de predice la poblacion
en el futuro, parat >0 Xx(ty) = Xg
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EJEMPLO 1: Crecimiento de bacterias: Un cultivo al inicio tiene P, cantidad de
bacterias. En t = 1 se determina que el numero de bacterias es 3/2 P,. Si la rapidez
de crecimiento es proporcional al nimero de bacterias P, presentes en el tiempo t,
determine el tiempo necesario para triplicar el numero de bacterias.

Resuelve la ecuacion (1), donde x = P. = dP/dt = k.P, con t, = 0, la condicion
inicial: P(0) = Po,. Entonces se usa la observacion empirica de que P (1) = 3/2 Py
para determinar la constante de proporcionalidad k.

La ecuacion: dP/dt = k.P, es lineal de 1er orden, de forma:

P’=-k.P > P’+kP =0, susolucion;: y = Z an X"
0

Por TEOREMA 1: Diferenciacion termino a termino de series de potencias

Solucién: P = Z a,t", la 1ra derivada: P’ = Z nax" > P’ = Z n.ax"* = Z (N+1)ap, X"
1 )

0

1

Sustituyendo en: P’+kP =0 : Z na t"t + kz at"=0 > Z na,t"™ =- kz at"
1 0 1 0

Ajustando los indices de la suma de modo que aparezca t" en cada serie

Y nat™ +k), at" =03 ). (M+1)agut" + k), at" =0 > ). [(M+1)ap, +k aJt" = 0
1 0 0 0 0

Osea: (n+1)ap+1 = - K.ap, de donde: FORMULA DE RECURRENCIA: Apt] = - kan /(n+1) , para: n>0

Genera los siguientes coeficientes:

Paran=0: @gs; =81 = -Kag/ (0+1)=-kag/1>a,=-kag/1=k"ay/1!
Paran=1: @iy =a,=-ka;/(1+l)=-ka; /2 > a,=-kkag/1. 2=k’ ag/ 2!
Paran=2: ap4; =83 = -kay/(2+1)=-ka,/3>as=-kkkay/1.2.3= k3 ag/ 3! Generalizando: a, = -k" a/n v

Solucion: P = ), aqt"= ) [-K"ao/nI]t" =ap), [-(tk)"/nl] P = a) -(tk)"/nl (v
0 0 0 0

Reemplazo en [v] la serie de potencia para exponenciales: el = Z [(tn)"/n!]> P=a e

0
kt -0

(jjlz[ e P]=0ye™ P =0 luego en t=0 se deduce: Pp=c e™ Ppara: t=0 se tiene Po=ce"=ce=c

Por tanto, P(y) = P(g) e™ luegoent=1: (3/2) Po) =P e’ > e*=3/2 > k=In(3/2)=0,4055 t=In3

t=In3/0,4055) ->t=2.71horas

El nimero real Po de bacterias en el tiempo t=0 no considero el
calculo del tiempo para triplicar el numero de bacterias en el
cultivo. El tiempo para triplicar una poblacién inicial de, por
ejemplo 100 bacterias 0 1.000.000 es de mas 0 menos 2.71 Horas.

La funcion exponencial e kt se incrementa al aumentar t para k y
disminuye cuando aumenta t para k<0. Por ello, k es una constante

de crecimiento (k>0) o una constante de decaimiento (k<0).

APLICACION: POBLACIONES DE BACTERIAS

Para calcular la poblacion de bacterias en un medio ambiente determinado, se puede recurrir a una ecuacion diferencial.
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Si Ny es la tasa de natalidad (nimero de nacimientos percapita en la unidad de tiempo) y My la tasa de mortalidad (nimero de
muertes percapita en la unidad de tiempo), entonces la variacién Ay del tamafio de la poblacién en un intervalo de tiempo At

es: Ay = NyAt - MyAt Es decir que: Ay /At = Ny - My Por lo cual queda: y’ = (N - m)y y z=kt

Para K , igual a la tasa de natalidad (N') menos la tasa de mortalidad (M ). Reemplazo en: k = N — M queda: y’ = ky

Para: a = 0 (la serie de Taylor se convierte en la de Maclaurin). Partiendo de la ecuacion diferencial se calculan sus derivadas
con la intencion de luego usarlas en la formula de la serie de Maclaurin.

Parat=0 2> y=yj Sustituyendo en serie de Maclaurin:
y’ =ky Y’ = Kyo= K2y )t (Kyo)t (K'Y )t
y? =ky’ Y70 = ky'=K'yo Y(t)=yo+(kyo)t+( 2|) +( 3|) +( 4|) i
y,,, — ky,, y’”(O) — ky”: k3y0 H : .

Por la propiedad reciproca de la distributiva de la potencia con respecto a la multiplicacion, agrupamos KX con el mismo

2! 3! 4! 21 3! 41

Notar que la expresidn que esta entre corchetes pertenece a una serie infinita, que puede ser expresada por la sumatoria:

exponente: y(t):y0+y0(kt)+y°(kt) L Yo(K)” Yo(K)' - factor comiin yo: y(t):y{lJr(kt)Jr(kt)z +(kt)3+(kt)4+_.}

n

00 n

00

yit) =y, E ( I) La serie que tiene una clara similitud con g* — Zﬂ con lo cual si en la expresion anterior.
o N: n=0 n!

Si: z=Kt > y()= yoiﬂ Por analogia respecto a €*:Y() = Yo€* Como: z = Kt, la expresion final seria: Y = Yo ekt
o N!

Solucion aplicando series de potencias: Y’ =Ky : Reemplazo k por z, la ecuacion queda: Y’ = zy y'—zy=0
D> ne,x" —z) ¢ X" =0parak=n-1 yk=n > > (K+1)c,,X“—2z> ¢ x" =0
1 n=0 k=0 k=0
2, zc
x| (k+Yc,,,—-2¢c, [=0=c , , =—*
kZ:(; [ k+1 X ] k+1 k +1
2 3 4 5
Z2°C 2°C ZC Z°C
Parak=0 > C1=z.Co/1= 2-.Co/l Y =C, +ZCX+—2x* + x4+ = x4 =0 x°
Parak=1 > Cp=2.C1/2= 2°.Col2 2 3 12 60
Parak=2 > C3= 2.C2/3= 2°.Co/3 2° A z° = (zx)'
. P Y =Co| X+ X2+ X+ X+ x| =Y = y=ce”
Para k=3 > C4=z.C3/4=17".Co/12 2 3 12 60 ~ n
s -

Para k=4 & Cs=z.C4/5=2".Co/60 kx
Reemplazando z pork: Yy =C.€

Suponiendo que la poblacion inicial de bacterias de Escherichia Coli es 25 bacterias; que la tasa de nacimientos percapita es 16
nacimientos por dia; y que la tasa de mortalidad percéapita es 11 muertes por dia. Calcular en t = 10 dias cual es la poblacion de
bacterias: k=n—-m; n=16[nacimientos/dia] y m=11[muertos/dia]

Vo) = 25650 5 y0= 256500 5 yiig)= 25670 > yi10) = 1,29617 . 10% bacterias

En pocas horas las bacterias aumentara su poblacion exponencialmente. Cuando una poblacion se encuentra en un nuevo ambiente, pasa 1ro
por una fase de adaptacion, con lento crecimiento y elevada tasa de biosintesis de las proteinas necesarias para un rapido crecimiento. En una
2da fase, con una elevada concentracién de nutrientes, las bacterias crecen hasta un tamafio fijo y luego se reproducen en forma asexuada,
por fision binaria. Este proceso tarda, segun el tipo de bacteria, entre 15 y 30 minutos.

Sin>m el crecimiento de la poblacion es exponencial, como observé Thomas Malthus (1766-1834) para el caso de la especie humana. Sin
= M entonces la poblacién permanece estacionaria, y si n < m entonces decae exponencialmente; es gracias a esto que los antibi6ticos
funcionan, ya que lo que estos hacen es que el cuerpo humano no sea apto para la reproduccion de la bacteria que esta atacando, lo cual hace
que decaiga exponencialmente la poblacion quedando asi en poco tiempo sin bacterias en el organismo.

APLICACION: VIDA MEDIA
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En fisica, la vida media es una \VIDA MEDIA DEL PLUTONIO: Un reactor auto regenerador convierte el
medida de la estabilidad de una ranjo 238 relativamente estable en el isotopo plutonio 239. Después de 15 afios
sustancia radiactiva. La vida media . . . % de | tidad inicial Ao de plutoni

es simplemente el tiempo que tarda S d€termina que se desintegré 0.043% de la cantidad inicial Ao de plutonio.

en desintegrarse, 0 transmutar en

atomos de otro elemento, la mitad de  Calcule la vida media de este isdtopo si la rapidez de desintegracion es

los atomos de una cantidad inicial - proporcional a la cantidad presente.
Ao Solucién: Sea A(t) la cantidad de plutonio presente en el tiempo t.

dA/dt = kA > A(0) = A(y) obtenemos: A’-kA = 0. La solucion se expresa como: A = Z ant"
0

Por TEOREMA 1: Diferenciacion termino a termino de series de potencias

Solucion: P = Z ant", la lraderivada; P’ = z nax"™ > P’ = Z napx"?! = Z (n+1)an+1X"
D ) ] D

Sustituyendo en: P’+kP =0: Z nant"! + kZ at"=o0 > Z nant"? =- kZ ant”
1 0 1 0

Suma de dos series término a término:

o0 o0

Z a,(r—a)" + i by(z—a)" = Z (an +by) (z —a)"

n=ig n=iop n=io

Ajustando los indices de la suma de modo que aparezca t" en cada serie
Y nant™ + k) ant" =03, (m+Dapat” + k), ant" =0 3 ). [(n+1)ans +Kk ag]t" = 0
1 0 0 0 0

Osea: (N+1)an+1 = - K.ap, de donde: FORMULA DE RECURRENCIA: Apt1 = kan /(n+1) , para: n=0
Paran=0 - a;=Kk.ap/1=k.ap/1!
Paran=1-> ap=k.a;/2= k2.a0/2!
Paran=2 - as=k.ay/3= k3.a0/3!
Paran=n - ap=Kk.ap-1/n= kn.ao/n!
La soluci6n esta dada por:  a-S a1 -3 kag —ap3 K
0 0

|
0 ni

Usando la expresion de serie de potencia para funciones exponenciales: :iﬂ

|
On.

Resultando: A(t):aoi(k:,),n _agekt A =Age
2

Si 0.043% de los atomos de A se desintegro, luego aun queda 99.957% de la sustancia.

Para hallar la constante de decaimiento k, se utiliza: B 0,99957 Ag = Ao'15t > Ao15t

Luego el valor de la constante: k = (1/15)In0,99957 = - 0,00002867 > Ay = Ag g 0,00002867¢

La vida media: Ag) = (1/2)Ao, para t: se obtiene: (1/2)Ag = (1/2)Ag & 2% 5 (1/2)=A, ¢00000280™

La Gltima ecuacidn genera: t = In 2/ -0,00002867 = 24.180 afios
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METODO DE FROBENIUS: Para resolver una ecuacion diferencial: a,(x)y’’+ a,y’+ agy = 0 respecto a un punto

singular regular, se emplea el TEOREMA DE ROUCHE FROBENIUS:

Previo a resolver un sistema de ecuaciones lineales, se dar dar respuesta a las siguientes preguntas: - \'g
e El sistema tiene solucidn, es decir, es compatible? -
e En caso afirmativo: ¢ Tiene una solucién o infinitas?

Para responderlas, usamos el Teorema de Rouché-Frébenius, cuyo enunciado es el siguiente:

Consideremos un sistema de m ecuaciones lineales Sean A la matriz del sistema y A* la matriz ampliada del sistema
con n incégnitas: (con los términos independientes).

Ry X+ Nl T RiaXs T oo™ 8.5 =D

AR AL A S e o (T Nt R Ay 8, b,
o e - B Sy e ST e i ) 8, 8y, — A, Ry Ay, Ry -oa, by
B Xy TR X, PR T Ry X Sy A=y 8, 8 = A, A= Ry Ry Ry - 2, by
N e M S S R B R ) 8 8y & 2y, By Ra B = R b

La condicion necesaria y suficiente para que un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas sea compatible es que el
rango de la matriz de los coeficientes de las incognitas ( A ) sea igual al rango de la matriz ampliada con los términos
independientes ( A*). Es decir: rango (A) = rango (A%*).

Si el valor coman de los rangos coincide con el nimero de incégnitas, el sistema es compatible determinado, caso contrario, el
valor de los rangos es menor que el nimero de incognitas el sistema es compatible indeterminado.

En resumen, Si:

e rango (A) =rango (A*) = n (nimero de incognitas), el sistema es compatible determinado (tiene una Unica solucion).

e rango (A) =rango (A*) < n (nimero de incognitas), el sistema es compatible indeterminado (tiene infinitas soluciones).

e rango (A) # rango (A*), el sistema es incompatible (no tiene solucidn).

En nuestro caso, si x=x, €s un punto singular regular de la ecuacion diferencial az(x)y” +ay +a0y:0,
entonces existe por lo menos una solucidn de la forma:

Y =(X=%)" D Co(x=%)" = C,(x=%,)""
n=0 n=0

En el Método de Frobenius, la solucion en serie respecto a un punto singular regular x_, es similar al “método de

coeficientes indeterminados de series” donde se sustituye y =>"" C_ (x—X,)"" en la ecuacion diferencial dada

y se determinan los coeficientes c _desconocidos.

Antes de determinar coeficientes, se halla el exponente desconocido r . Si se encuentra que r es un nimero gque no
- - - 00 n+r . -

es entero negativo, la solucion correspondiente y = anocn (X—=X%,)™" no es una serie de potencias.

DETERMINACION DE UNA SEGUNDA SOLUCION
Si la diferencia r, —r,es entera positiva, podrian haber, dos soluciones de forma y:Z::OCnx””, gue se

determina después de hallar las raices y examinar la relacion de recurrencia que definen los coeficientes ¢ .
e—IP(x)dx
La 2da solucion, Y,(X) = yl(x)J‘TdX, también es solucion de y- + P(x)y' + Q(x)y = 0, Siempre que:
Y1 (X
y, (x) sea una solucion conocida.
De las 3 formas de la ecuacion lineal de 2do orden: 8,(X)y” +a;y' +a8,Y =0, y- 1Py +Q()y =0y

(X - X, )2 Yy + (X - xo)p(x)y' +q(x)y =0, al resolver una ecuaciones diferencial con el método de Frobenius,

se recomienda usar la forma: &, (X)y” +a,y’ + a,y=0.

ECUACION DIFERENCIAL LINEAL DE SEGUNDO ORDEN
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Tiene la forma general: Ay’ + Bny’ + Cwy = F .. 111, cuyas funciones coeficientes A, B. y C son
continuas en el intervalo abierto.

Dividiendo [z1en Ay 2 vy +pwy’ + dwy =Tx [2, cuyaecuacion lineal homogénea asociada es:
Yy’ + poy tauy =0 @

TEOREMA 1: Sean y() e y(2) dos soluciones de: y*’+puoy’+ quoy = 0, Si C1) Y C2) son constantes, luego
la combinacion lineal 'y = C(1) Y1) + C2) Y2y también es solucion.

Proceso Ejemplo 1

Si: Y1) € Y(2) son soluciones de: y*’+pxy’+ qxy = 0 y1=CosXx e y,=Senx
Si: ¢y Y C(z) son constantes
y’+y=0
Solucion general: cayYa) +Co) Yo = Y
C_uya derivada:  coyyYa) tep Y’ =Y Ci) Cos X+ cp) Senx =y
Si: Y=Ya 2 Y =Ya’
" CoYo *C2 Y@ =Ya
" Yo' te Y =Ya
Si: Y@ = b, e y’(a) =b;
* CumYm *C@ Y =bo
* Cnyw' tea Ve =b
Determino c(1y Y C2) por el sistema de ecuaciones:
® C1Yi@ *C2Y2@ =ho
* Ci1Yi@ +€2 Y@ =bs o 1 Cosx +¢CpSenx =D
Aplico determinante entre y( € y(» Yy sus derivadas e 1 Cos’x +CySen’ x =Dy

Si: ya) € Y2 Son soluciones de: y”’+pxy’+ quy = 0 yi=x ey, =X
Si: i) Y C(z) son constantes
2 —_ " 4 ’ 6 —
Solucién general: cu) Y +Co) Yo = Y Xy dxy’ + 6y =y =y 7y =0
Cuyaderivada: ¢ Y’ +e@ Yo' =y VISCLY+CYa=C X+ Co X
S Y=Ya 2> YV =Ya’
" Yo *Co Y2 =Ya
" CoYw teaYe =Ya’
Si: Ye) = b, e y’(a) =b
* CoyYwm *C@ Y@ = bo
* CoyyYw e Ve =b:
Determino c(1y y C2) por el sistema de ecuaciones:
® C1Yi@ +C2Y2a = bo e Xt +cxX =h
® C1Yi@ t€2 Y2’ =bs o 0 X? +cx¥=by
Aplico determinante entre y( e y2) y sus derivadas
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WRONSKIANO:
Funcion en honor al matematico En un intervalo dado, el conjunto de n funciones linealmente independientes,

polaco

Jozef  HoeneWronski, f, ~f el wronskiano W(fy,..., f,) esta dado por el determinante de la

aplicada al estudio de ecuaciones

diferenciales ordinarias. matriz cuadrada, o matriz fundamental, formada por las:
f f oo f
e Irafila: Funciones g 2 ;
e 2da fila: Derivada de Funciones f1 fz fn
y asi hasta . . . W(fy,..., f)) = : :
e n-1 filaz Derivada n-1 de (n-1) (n1) (n-1)
i f f f
Funciones 1 2 n

Si:
El W(fy,..., f,) # 0 en algun punto de un intervalo, las funciones asociadas son linealmente
independientes en el intervalo.

Dos soluciones de una ecuacion diferencial de 2do orden son independientes, si el W(fy,..., f,) =0
sobre el intervalo, las funciones pueden ser o no linealmente independientes.

La funcion es linealmente dependiente en un intervalo, implica que su W(fy,..., f,) = 0 en el
intervalo, pero lo segundo no implica lo primero. Si W(fy,..., f,) = 0 en cualquier lugar, implica
incorrectamente una dependencia. Estas dos declaraciones son alternativas de la misma verdad.

Ejemplos:
El wronskiano para las funciones: x°, x, y 1, definidas para |
un ndmero real x. sera > W=2x 1 0|=-2
2 00
Como W= 0, las funciones son linealmente independientes.
El W(fy,..., f,) de: 2x* + 3, x%, 1. = 0, 2243 22 1
son funciones dependienztes, pues: ) W = A 29 0| =8x — 8r=10.
W(fy,..., ) de: 2x% + 3 = 2(x%) + 3(1) > A 5 0
si: W(f1,..., fn) = 0, no implica funciones linealmente dependientes. La 2da funcion puede ser escrita ce?moz .
Las funciones: X y |X3 | (valor absoluto de X3) |$3| _ )}, SsiT <0

W =

3, siz >0

-z
322 322—31:54—3:1:5:[], siz <0
T 3 - 3; Estas dos funciones son linealmente independientes
& T 5 5 . sobre el conjunto de ndimero reales, sin embargo, su
2 o| =3x° =3z =0, six=0 - .
312 3r - = wronskiano parece ser cero:

Como una ecuacion diferencial ordinaria es una relacion que contiene funciones de una sola variable
independiente, y una 0 méas de sus derivadas con respecto a esa variable. La derivada es una funcion que
cambia (valor de la variable dependiente) @ medida que acmbia su entrada (valor de la variable independiente). El
wronskiano es una funcion para el estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias.


http://es.wikipedia.org/wiki/Polonia
http://es.wikipedia.org/wiki/J%C3%B3zef_Hoene-Wro%C5%84ski
http://es.wikipedia.org/wiki/Ecuaciones_diferenciales_ordinarias
http://es.wikipedia.org/wiki/Ecuaciones_diferenciales_ordinarias
http://es.wikipedia.org/wiki/Determinante_(matem%C3%A1tica)
http://es.wikipedia.org/wiki/Matriz_(matem%C3%A1tica)
http://es.wikipedia.org/wiki/Ecuaci%C3%B3n_diferencial
http://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_real
http://es.wikipedia.org/wiki/Valor_absoluto
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En una ecuacion lineal de 2do orden, el wronskiano puede calcularse por la identidad de Abel: Dada una
ecuacion diferencial de orden n, calcular el valor del wronskiano de sus soluciones yi(x), y2 (X).., Yn (X),
en funcion de los coeficientes de la ecuacion diferencial, de la forma:

—apa (X) d
an ()

X

an(X) Y™+ ana(X) "+ ar(X) Y ao(X) Y = 0 DWIya(x), ya(X),.. Ya(X)] = C.€

Dados dos funciones vyi(X) y y2(x) linealmente dependientes en un intervalo abierto, ambas estan
definidas si son proporcionales en dicho intervalo, si: y1=Kiy2 o yo= Ksy1: donde Ky K> son constantes:

INDEPENDENCIA LINEAL
e Si: yi(X) y y2(X) son proporcionales en el intervalo, son linealmente independientes en el mismo.
e Si: y1/ vy, es constante entonces las funciones son linealmente dependientes.
e Si: y1/ vy, es funcion de X, entonces las funciones son linealmete independientes.

Ejemplos:
o Vi(X)=X, VYaXx)=2x 2> Vil Yo = X[2X = Y5: Es linealmente dependiente.

o viX)=e® yo(X)=1/4e > yily,=e?[1/4 e =4: Eslinealmente dependiente.

DEPENDENCIA e INDEPENDENCIA LINEAL con el METODO WRONSKIANO
Las funciones: yi(X1), Y2(X2),...,¥n(Xn) son linealmente dependientes en el intervalo, si al menos una de
ellas puede expresarse como combinacion lineal de las otras, caso contrario las funciones son linealmente
independientes.

e Wronskiano = 0: Es dependiente

e Wronskiano # 0: Es independiente

Ejemplo:  yi=€* y=e* yz=e* Ejemplo: Y1 =X ¥2=2X

W:‘ex e er e e—xl W= |xX 2X |
‘ex e 2er X _e—x| 112 |
W= 2x-2x=0

‘ ex e-x 482X ex e—x |
W = —4eZ+2eZ+e2 4026402 = e Es linealmente dependiente

Es linealmente independiente

Ejemplo: Ejemplo:
W(Cos x, Sen x) = | Cos x, Sen x | W, xe)=] e xe*|
| -Sen x, Cos x | | & +xe*|
W(Cos x, Sen x) = Cos? X + Sen? x = 1 W(e®, xe¥)=e* " + x e = ™
Ejem2pI0:3 , , Ejemplo:
W, x7) = | x X2| W(nx,x)= |Inx xj
|2x 33X wx  2x|

WA X3 = x23x%— 2xx3=3x* - 2x* = x* 1

W(In x, x%)=2x.In x-—X?=2xInx - x = X(2.In x -1)
X

Si las funciones: fy g son linealmente dependientes, W(f,g) = 0, resulta f = k.g, por tanto:

W(fg)=|kg g | = kg.g’-kg’.g =0
kg’ g’ |
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TEOREMA: CRITERIO PARA SOLUCIONES LINEALMENTE INDEPENDIENTES

Sean Y,,Y,... Y, Nsoluciones de la ecuacion diferencial lineal homogénea de n-ésimo orden en el
intervalo I. El conjunto de soluciones es linealmente independiente en | y sélo si W(yl, Yo peens yn)¢o

para toda xen el intervalo.
Ejemplo:
COSX  senx

—Senx CoSX

W (cosx, senx) = =cos® x +sen’x =1 Linealmente independiente.

DEFINICION: CONJUNTO FUNDAMENTAL DE SOLUCIONES
Cualquier conjunto Yy, Y,,..., Y, de n soluciones linealmente independientes de la ecuacion lineal homogénea de n-ésimo
orden en un intervalo I es un conjunto fundamental de soluciones en el intervalo.

TEOREMA: EXISTENCIA DE UN CONJUNTO FUNDAMENTAL
Existe un conjunto fundamental de soluciones para la ecuacidn diferencial lineal homogénea de n-ésimo orden en intervalo I.

TEOREMA: SOLUCION GENERAL, ECUACIONES HOMOGENEAS

Sea Y1, Y5, Y, un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion diferencial lineal homogénea de n-ésimo orden en
el intervalo I. Entonces la solucion general de la ecuacion en el intervalo es zclyl(x)+ C,Y, (X)+...+Cn Y (X)
donde c;,i =1,2,..., n son constantes arbitrarias.

Ejemplo: Solucion general de una ED homogénea
Las funciones y, = ey Y, = e > son soluciones de la ecuacién lineal homogénea y” —9x = Oen el intervalo (— 0, oo).
Las soluciones son linealmente independientes en eje X, como se ve en el wronskiano

3x -3x
e e
3X A-3x ) _
W(e ’e )_ 3e3X _3e—3X

para toda X. Se concluye que Y, y Y,forman un conjunto fundamental de soluciones y, en consecuencia,

=—6=%0

y= 0183X + Cze‘3X es la solucion general de la ecuacion en el intervalo.

Ecuacion lineal de ORDEN MAYOR a 2 Coeficientes constantes

Sea: any(”) +an_1y("‘1) + -+ ay'+agy =0, donde: ag, a;,..a, SON constantes, entonces su polinomio caracteristico es:
am™+ a,..m™ + . +a;m + ay = 0 = P,(m), que factorizado:

Pn(m) = (m— my)(m— my)(m— mg)*(m*—2alm+al%+p°1 )(m*—202°m+a2? + $2% )2

La solucién general:

y = Ce™ + C,2eM* + Cae™* + Cyxe™* + Cox’e™* + Cee™cos Plx + Ce™sen Plx + Cge®cosp2x + Coe™* sen p2x +
Cioxe®cosp2x + Cyyxe™ sen p2x

=0

5 4 3 2

Ejemplo: 29Y 70 1507y g0y

dx® dx* dx® dx®
Reemplazo en cada d'y/dx' por m":
2m° — 7m* + 12m? + 8m? = m*(2m® — 7m* + 12m + 8) = m*(2m + 1)(m* — 4m + 8) = 0
Las raices son: m; = 0 con multiplicidad 2, m, = —1/2 >Ms, =(4 + V16 — 32)/2=(4 + 4i)/2=2+2i > a=2,p =2
Para el factor m? como el grado es 2, empezamos con la solucién basica ey luego multiplicamos por x y asf sucesivamente.
O sea que las soluciones serian: e™ =1, xe™ = x

Para 2m—1 la solucién es: e *?y para m? — 4m + 8 las soluciones serian: e cos 2x, e sen 2x.
Solucion general: y = Cy+ Cox+ Cae X%+ C,e%cos(2x)+ Cse® sen (2x)
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ECUACIONES LINEALES: MODELADO

APLICACION: SERIES RADIACTIVAS

Una sustancia se desintegra por radiactividad, transmuta en un solo paso a una sustancia estable, y la 1ra
sustancia se trasforma en una sustancia radiactiva, que a su vez forma una 3ra sustancia, etc. Este proceso
que se conoce como serie de decaimiento radiactivo continua hasta que llega a un elemento estable.

Ejemplo: La serie de decaimiento del uranio es U-238—Th-234—Pb-206, donde Pb-206 es un is6topo estable de plomo. La vidas medias de

los distintos elementos de una serie radiactiva pueden variar de millones de afios (4.5*10g afios para U-238) a una fraccion en segundo.
Si: x(t), y(t) y z(t) son cantidades de sustancias X, Y y Z, respectivamente que quedan en el tiempo t.

: ., . : X
o La desintegracion del elemento Z se describe mediante: % =-AX

o La rapidez a la que se desintegra el 2do elemento Y es rapidez neta: % =4, X—4,Yy, Y esta ganando

atomos de la desintegracion de X y al mismo tiempo pierde atomos por su propia desintegracion.

. . . z
o Como Z es elemento estable, gana &tomos de la desintegracion del elemento Y: gz _ A,Y.

dt
Un modelo de la serie de decaimiento radiactivo para los tres elementos es el sistema lineal de tres ED de primer orden
dx ] dy ) dz
= AX — = AX= ALY, , — =AY )
dt dt dt

APLICACION: MODELO PRESA-PREDADOR

Dos especies interactian dentro de un mismo ambiente o ecosistema, suponga también que una especie es
predador de la otra especie. Por ejemplo, los lobos cazan caribues que se alimentan de pasto, los tiburones
devoran peses pequefios.

Sea x(t) e y(t) las poblaciones de zorros y de conejos, respectivamente, en el tiempo t. Si no hubiera conejos, entonces se podria esperar que
los zorros, sin un suministro adecuado de alimento disminuiran en nimero segun la ecuacion:

dx
dt
especies por tiempo unitario sea conjuntamente proporcional a sus poblaciones x e y; es decir, proporcional al producto xy.
Asi, cuando estan presentes los conejos hay un suministro de alimento y, por consecuencia, los zorros se agregan al sistema en una
proporcidn bxy, b>0. sumando esta ultima proporcion a (4) se obtiene un modelo para la poblacion de zorros:

dx

E =—aX+ bxy (5) Por otro lado, si no hay zorros, entonces la poblacion de conejos, con una suposicion adicional de suministro

ilimitado de alimento, creceria a una taza proporcional al nimero de conejos presentes en el tiempo t:

—ax, a>0 (4) Sin embargo, cuando hay conejos en el medio, parece razonable que el numero de encuentro de estas dos

d
—y = dy, d>0 (6) Pero cuando estan presentes los zorros, entonces la poblacion de conejos es la ecuacién (6) disminuida por

dt

cxy, ¢>0; es decir, la taza a la cual son comidos los conejos durante sus encuentros con los zorros: dy = dy —cxy.
dt
Las ecuaciones (5) y (7) constituyen un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales

dx

— = —ax+bxy = x(-a+by)

dt ®

d

di)t/ =dy—cxy = y(d —cx)
Donde a,b y c: Constantes positivas. Este sistema es el modelo presa-predador de Lotha-Volterra.
Excepto por dos soluciones constantes, x(t) =0, y(t) =0 y x(t) = d/c, y(t) = a/b, el sistema no lineal (8)no se puede resolver en términos de
funciones elementales.
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APLICACION: MODELOS DE COMPETENCIA

Ahora supongamos que dos especies de animales ocupan el mismo ecosistema, no como predador y presa,
sino como competidores de los mismos recursos (como alimento y espacio vital) en el sistema. Ahora
suponga que la tasa a la cual crece cada poblacién se determina por medio de:

dx d

— =ax y o cy, 9

dt dt

Como las dos especies compiten, otra suposicién podria ser que cada una de las tazas se reduzca simplemente por la influencia,
0 existencia, de la otra poblacion. Asi que un modelo para las dos poblaciones se determina mediante el sistema lineal

dx d "

E =ax -dy y d_)t/ =CY, - dx (10) donde a, b y c son constantes positivas.

Por otro lado, se podria suponer, como se hizo en (5), que cada taza de crecimiento de (9) debe ser reducida por una taza
proporcional al numero de interacciones entra las dos especies:

dx d

— =ax - bxy y o Cy, - dxy (11)

dt dt

Por inspeccion se encuentra que este sistema no lineal es similar al modelo presa-predador. Por ultimo, podria ser mas real
remplazar las tareas en (9), lo cual indica que la poblacion de cada especie en aislamiento crece en forma exponencial, con

tasas que indican que cada poblacién crece en forma logistica (es decir, en un tiempo largo la poblacion se limita):
dx 2 dy 2

— =a,X—b,x y —=a,y—b,y". (12)

dt 1 1 dt 2 2

Cuando tasas proporcionales al nimero de interacciones disminuyen a estas nuevas tasas, se obtiene otro modelo no lineal
dx
Pt b,x* —c,xy = x(a, —b,x—c,Y)

d
d_i/ :azy_bzy2 —C,Xy = Y(az _bzy_czx)1

Los coeficientes son positivos y el sistema lineal (10) y los sistemas no lineales (11) y (13)se llaman modelos de competencia.

(13)

APLICACION: REDES ELECTRICAS
La red eléctrica que tiene mas de una malla da lugar a ecuaciones diferenciales simultaneas. La corriente

I, (t) se divide en las direcciones en el punto B,, llamado punto de ramificacidn de la red.

e Segln la 1ra ley de Kirchhoff, se puede escribir: i, (t) =1, (t) +i5(t) (14)
e Segun la 2da ley de Kirchhoff para la malla A B, A,B, A, , suponiendo que el voltaje disminuye en cada parte del
. di, .
circuito:  E(t) =i,R, + L, d_t2 +i,R, (15)
. di
e De modo similar, para A B,C,C,B,A, A resulta: E(t) =i,R, + L, d_t3 (16)

Para eliminar i, en (15) y (16) en (14) se obtiene 2 ecuaciones lineales de Ler orden para las corrientes 1, (t) e i, (t):
di . .

le_t2+ (R, +R,)i, + Rji, = E(t)
di (47

L, d—:+ Rji, + Rji; = E(t).
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ECUACION DIFERENCIAL LINEAL CON COEFICIENTES CONSTANTES
Sabemos que dy/dx + ay = 0 es lineal de primer orden, donde p(x) = a.

I adx

Factor de integracion: e =e* ysusoluciénes: ye™=C; dedonde:y=Ce™
Por similitud con EDO de ler orden y coeficientes constantes, suponemos que la ED lineal de 2do orden
y coeficientes constantes: ay’” + by’ +cy =0 (%), tiene soluciéon exponencial: y = e™.
Derivando dos veces se tiene: y’ = me™, y'" = m2e™
e Sustituyendo en laE.D. (: am?™ +bme™ +ce™ =0 luego e™(@m?+bm+c)=0
e Asi: am?+bm+c=0 esecuacion caracteristica o ecuacion auxiliar de la E.D.:
ay”"+by'+cy=0
Con las raices de la ecuacion caracteristica suceden tres casos:
1. Que tenga raices reales y diferentes.
2. Que tenga raices reales e iguales.
3. Que tenga raices complejas conjugadas.

Caso 1. RAICES REALES Y DIFERENTES
Si las raices son m1y m2, con m1 =/= m2, luego y1 = €™ y y2 = ™ son linealmente independientes,
por tanto la solucion general es: y = Cle™ + C2e™".

Ejemplo: Para hallar la solucién general de 2y” — 5y’ —3y =0

La ecuacion caracteristica: 2m>—5m—-3=0

4

4

—1/2x

luego M1=3-m2=-1/2  Lasolucién general es y = C1e>* + Cype

Caso 2. RAICES REALES E IGUALES:
Las raices son de multiplicidad dos. Sea m (con multiplicidad 2) = y1 = €™ es una solucion.
Por el método de D’ Alambert para hallar la segunda solucion de ay” + by’ + cy = 0, dividiendo por a
para conseguir la forma candnica, se tiene
—IP(x)dx -jb/adx
e m [ €
y" +b/ay’ +C/ay =0. > Y2= Yl'[ vE dx=¢e IWX
1
como ay” + by’ + cy = 0 = am® + bm + ¢ = 0 (ecuacion caracteristica) y sus raices son m1,2 =
—b++b?—4ac/2a ; pero como las raices son iguales, entonces el discriminante b? — 4ac = 0, por lo tanto
ml,2=m=-b/2a,
e—jb/adx
luego: Imdx >Y2= emx_[dx = xe™ luego la solucién general es: y = C1e™ + C2xe™

Ejemplo: 4y"” — 4y’ +y = 0 Hallar la solucion general.

Solucién: Ecuacién caracteristica: 4m> — 4m+ 1 = 0 = (2m— 1)> = 0 por lo tanto, m = 1/2 (con
multiplicidad 2)

La solucién general es: y = C1e¥? + C2xe*?
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Caso 3. RAICES COMPLEJAS Y CONJUGADAS

Supongamos que m1 = o + i es una raiz de la ecuacion auxiliar y por tanto su conjugada m2 = o — i es
la otra raiz, donde o es la parte real y B es la parte imaginaria; recordando que e = cos 0 + i sen 0
(Formula de Euler) entonces la solucion general es:

o y=CLe™P+ C2e P = Cle™e?™ + C2e™e P
o y=e™(Cle’™ + C2eP*) = e™[(C1 + C2) cos Bx + i(C1 — C2) sen Bx]

o y=e"[K1 cos Bx + K2 sen Bx]
En resumen: Y = K.e” cos X + K,e™sengX es solucion general

Ejemplo: Hallar la solucion general de: y” -2y’ +3y =0
Su ecuacion caracteristica es: m> —2m+3=0

+.J4- +- i

a=l,,5=\/z

La solucién general es:
y = K.e™cos fx + K,e™senpx

y = K" cosv/2x + K,e*sen/2x

Ejemplo: Hallar la solucion general de:y”" -y " +y =0
Su ecuacion caracteristicaes: m> —-m+1=0

1+41-4 1 3 1 3
m=—"——"—=-4— a==,f="—
2 2 2 2 2
y = K.e”cos X + K,e™senx
La solucion general es: X 3

y = K,e2 00373 X+ KZeESen—3 X
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APLICACION: CIRCUITOS RCL EN SERIE con corriente continua

La corriente continua, conectada a un circuito circula con un valor constante en un sentido. Desde el punto de vista del movimiento de las
cargas negativas o electrones esta sera de negativo a positivo.

La corriente alterna varia su valor entre 0 y un valor maximo determinado, luego disminuye hasta llegar nuevamente a 0. Cambia el sentido

de circulacion aumentando desde 0 hasta llegar hasta su valor maximo determinado y nuevamente decrece hasta llegar a cero para cambiar
nuevamente de sentido.

Al cerrar la llave L en el instante t = 0, la intensidad i, en funcién del tiempo, sera cero ya que
la inductancia en ese instante ha de actuar como una llave abierta o una resistencia de valor . R
L

infinito, cayendo la tensidn de la fuente en ella.

Cuando el tiempo tienda a infinito la intensidad i, funcion del tiempo, también sera cero ya
que el capacitor actuara como una llave abierta, cayendo en él toda la tensién de la fuente.

En el régimen transitorio, y en él, las caidas de tension en cada elemento seran: L —|—
"

[»]

1
v, = —Iz’.dﬁ _ o
C Por la ley de las mallas de Kirchoff al circuito RLC, resulta:

- di o d% i
_-;_R+L£+1_F_dﬁ=y RE+L2 4 oy
dgt  C derivando > df di
a. . .
diRdL R Loy
Reordeno y divido en L: & L df C.L > L CL , que es una ecuacion lineal homogénea de 2°

orden con coeficientes constantes, que resuelvo con la ecuacién cuadratica

2
_ Hz_ _ 7 _ R [E] ra b
r3+__r+__[]ru=u=_‘bi b~ Aac ry=-L L o __R, [E]g_i
Za 2at 2e reemplazando: 2 2 2 2L Lo
A= R 5=
separando variables: 2Ly uego: N TATEym=A-8

Se presentan los tres casos que dependen del valor del discriminante:

& -2
-
Caso 11 \2L) LT B > 0 entonces rl y r2 raices reales y distintas.

i) =CLe™ +0, 2™

Solucioén: Para determinar las constantes usamos las condiciones iniciales:

a. ent=0elvalordei=0
b. ent=0 latensiéon de la fuente cae en la inductancia

o Dea PTC1FC: gsdecin ©17 T2y
4 d(C] 2T+, 2™
F=L— =05
dtl. 2

e Deb: £ Vo= L0+ ) (b)


http://www.monografias.com/trabajos901/evolucion-historica-concepciones-tiempo/evolucion-historica-concepciones-tiempo.shtml
http://www.monografias.com/trabajos10/restat/restat.shtml
http://www.monografias.com/trabajos4/leyes/leyes.shtml
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(@) y (b) forman un sistema de ecuaciones que nos permitira determinar el valor de las constantes, por ejemplo en (b)
reemplazamos C1 por —C2 y hallamos C2 y luego con (a) hallamos C1.

Caso 1] 2 L B=0entoncesrl y r2 raices reales e iguales.

o , ,
Solucién: i(g) =Cre™ +Cte™

forma que en el caso .

[3]2 ~ Lo
Caso 1111 \¢2) L8 B<0entonces rly r2 raices complejas conjugadas.

, donde para determinar las constantes aplicamos las condiciones iniciales de la misma

] Ar
., = 4 + F . .. .

Solucioén: Hg) =em( 1-Ces Bt 2 senbt) Para determinar las constantes usamos las condiciones iniciales como en el

caso I.

Regimenes transitorios para el circuito RLC
Basaremos la resolucidn en lo desarrollado en el punto anterior.

Caso I] Sea el siguiente circuito:

2 2
4o R 10000 s [(RY L _ f1oo0ey _ L s
2L 2105 2L LC 2104 104.100.107™ F

B > 0 entonces rl y r2 raices reales y distintas

R =1000 2
C:D 30V

L=10H

n=A+B=-50+3873=-1127 y » = 4-B=-50-3373= 2873 € = 100 uF

T

g — Ht Bt _ -11L271 —53.73
Reemplazo > los valores obtenidos rl yr2 1) = Che™ 05 = G + L2 ™ (1)

Aplico Condiciones iniciales: parat=0lai=0yV =vL, reemplazando en (1): 0=0C+CG es decir €= -0y

Vo= L(Cin +Com) = 10[CL(-1127) + 0, .(-88,73)] = 301 -11,27.C, -88,73.C, = 3

reemplazando C1 = ~Ca 1127.C, ~8873C, =3, = ~0,03873,, €} =0,03873

con |0 que: I(fj = 0,038?3.2_1]"2?! _ 0,038?3-’2—33,?32‘

Caso 1] Sea el siguiente circuito:

R 10000 po ([RY L _ 100} _ 1 o
A== om0 2z zo \lz*om| Tom40i0°F

B = 0 entonces rl y r2 raices reales e iguales

R=1000
C:) Jov

L=10H

n=A+B=-50+0=-50 _ m=A-B=-50-0=-50 C-

L s T

y

i =Ce™ +Chte™ =Cle™ + Cyte™ @

Condiciones iniciales: parat=0lai=0yV =vL reemplazando en (2): 0=0+Cy .0 es decir ¢y =0
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: d(C, ™ +C 8™
y=r% -1 = L(Cyne™ + Che™ + Chene™)
@t |,y di 20
t=il
; _ a0
BDV = ].DCE Cg = 3 y Cl = D con lo que: I(ﬁ) = Bfé'

Caso 111] Sea el siguiente circuito:

2 2
Ao R __t002 B=J[£] _L=J[1UUQ]_ L
5 D 10H 2z Ic Vl2¥0&) 10H10010°F

s R=100
oX

B < 0 entonces rl y r2 raices complejas conjugadas Lot
C =10 pF
r1=ﬂ+B=—5+j31,22yr2=H—B=—5—j31,22 L T

i(2) = o™ (K cos Bt + X, senBt) = ™ (K] cos 31,22t + K, 5en31,22¢) 3)

Condiciones iniciales: parat=01lai=0y V = vL reemplazando en (3): 0=K+&£0 es decir £=0

ot
i

_ L..:fe'jr.{f(fl.cos 31,226 + K sen31,228)

V=271

£
= L.[— 5.2'5’.(K1.cos 31228 + K em31, 2280 + E_jr.(—Bl,EEKI.SE.’EBLEEf +3L22K, cos 31,225)]! .
= L.[— S5L01+E, 00 +1.(-31,2200+3122,. 1]| =103L22 K, =301

K, =00961 11 =0,0961e™ 5en31,22¢

con lo que:

Solucién general: y=e% /| _260 ﬂ _ ﬁ: B 1000_6‘100t (60sen(60t) + 20cos(60t)) ic
20 20 4000

@)

20 20 | 4000

o Solucion particular: y = e_lOO'H_ 260 e’ e ] 1000_9100(608‘3”(60) + 20005(60))ﬂ]
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ECUACION CAUCHY - EULER

Es una ecuacion diferencial de la forma: g _x" dy +a, x"? ‘;_i’ I alx% +a,y = g(x),
X" " X" X

Donde los coeficientes a_,a_,,...,a, SON constantes, se conoce como ecuacion de Cauchy-Euler. La caracteristica
observable de este tipo de ecuacion es que el grado k =n,n—1,...,1,0 de los coeficientes monomiales x* coincide
con el orden k de diferenciacion g*y/dx* Las formas de soluciones generales de la ecuacion:

2
e Homogénea de segundo orden: gx?2 % + bx% +cy=0
X X

o No homogénea ax? Yy +bxy +cy = g(x)

METODO DE SOLUCION Se prueba una solucion de la forma y — x™, donde M es un valor a determinar.

Anélogo a cuando se sustituye e™ en una ecuacion lineal con coeficientes constantes, cuando se sustituye x™, cada
término de la ecuacion de Cauchy-Euler se convierte en un polinomio en M multiplicado por x™, puesto que

k
a, X" % =axmm-1)m-2).(m-k +1)x"* =am(m—-1)m—2)..(m -k +1)x™

Por ejemplo, cuando se sustituye y — x™ la ecuacion de segundo orden se transforma en

2
ax? (; 32/ + bx% +cy =am(m —1)x™ +bmx™ +cx™ = (am(m —1)+ bm + ¢ )x"

X X
Asi, y = x™ es solucion de la ecuacion siempre que M sea una solucion de la ecuacion auxiliar
am(m—1)+bm+c =0, 0 bien, am? + (b—a)m+c=0 @)

Segun las raices de esta ecuacion cuadrética, hay 3 casos:

e | -Sison realesy distintas
e Il - Sison reales e iguales
e Il - Si son complejas

CASO I: RAICES REALES Y DISTINTAS

Sean m, y m, las raices reales de (1), con m, = m,. Entonces y, —=x™ y y, =x™ forman un conjunto
fundamental de soluciones. Por consiguiente, la solucion general es

y =CX™ +C,X™ (2)

2
EJEMPLO: Raices distintas  x2 d_Z _oxdy 4y =0
dx dx

Suponiendo y = x™ como la solucion para entender el caso. Diferencio dos veces,
d 4 d?

L Y — m(m—1)x"?

dx dx

y se sustituye en la ecuacion diferencial:

2
XZM_Z)(Q

e roiatie A xZ-m(m —1)x™2 — 2x-mx™ " — 4x"

:x"‘(m(m—l)—Zm—4)=xm(m2—3m—4):0
Si m*-3m—4=0. Ahora (m+1)(m—-4)=0> m, =—-1, m, =4, luego y=cx?*+c,x*
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CASO II: RAICES REALES REPETIDAS
Si las raices de (1) son repetidas (es decir,m, = m,), entonces se obtiene sélo una solucion, a saber, y = x™.

Cuando las raices de la ecuacion cuadratica am? +(b—a)m+c=0 son iguales, el discriminante de los

coeficientes necesariamente es cero. De la férmula cuadrdtica se deduce que las raices deben ser
m, =—(b—a)/2a.

2
Una 2da solucion vy, . Se escribe la ecuacion de Cauchy-Euler en forma estandar: dy + b dy +_C
dx* axdx ax?
e—(b/a)lnx

Hacer las identificaciones P(x)=b/ax Y I(b/ax)dx =(b/a)lnx. Asi:y,= x”‘ljz—mldx
X

y=0

dx .
Operando:  y, =x™ - =x™ Inx. Lasoluciongenerales: y=cx™ +c,x™ Inx. (3)

2
EJEMPLO: Raices repetidas  4x? z Z + gx% +y =0, donde la sustitucion y — x™ produce
X X

2
4x2% +8x%+ y =x"(4m(m-1)+8m+1)= x"‘(4m2 +4m +l): 0
X X

donde 4m? +4m-+1=0, o bien, (2m+1f =0. Porque m, = _% , lasolucion general: y = ¢, x 2 +c,x ¥2Inx.

CASO I11: RAICES COMPLEJAS CONJUGADAS
Si las raices de (1) son el par conjugado m =« +i, m, =a —ig, donde &'y B3>0 son reales, entonces una

solucioén es: y= Clx“”ﬂ +C2x“’w
Pero cuando las raices de la ecuacidn auxiliar son complejas, como en el caso de las ecuaciones con coeficientes
constantes, se desea escribir la solucion sélo en términos de funciones reales. Se nota la identidad

Xiﬂ — (elnxjﬂ — eiﬂlnx
Que, por la féormula de Euler, es lo mismo que:  x* = cos(BInx)+i sen(S1Inx)
De modo similar x =cos(fInx)—i sen(BInx)
Operando llegamos a la solucién general: vy = x*[c, cos(BInx)+c,sen(BInx)]  (4)

EJEMPLO - Problema de valor inicial
ax?y +17y =0, y()=-1, y(1)= _%

El término y falta en la ecuacion de Cauchy-Euler del problema; pero, la sustitucion y = x™ produce
4x2y" +17y = x™(4m(m —1)+17) = x™(4m? —4m +17)=0

Donde 4m? —4m+17 = 0. Se encuentra que las raices son m, = % +2iym,= % -2i.

Con las identificaciones ¢ :% y B =2,sevede (4) que la solucion general de la ecuacion diferencial es

y = x*?[¢, cos(2Inx)+ c,sen(21n x)]
Aplicando las condiciones iniciales y(1)=-1, y'(1)= _% a la solucion anterior y usar In1=0, se encuentra que

c,=—1Y ¢, =0. Lasolucion del problema de valor inicial es y = —x*'2cos(2In x).
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APLICACION: MECANICA CELESTE

La mecanica celeste es la rama de la ciencia que estudia el movimiento de cuerpos celestes usando leyes de la fisica.

Isaac Newton da una base de fisica para explicar el movimiento de los planetas en torno al sol y de la luna
en torno a la Tierra. Luego, Leonhard Euler, con arreglos posteriores de Lagrange y Laplace, introduce
las técnicas del analisis matematico en la dindmica newtoniana, asi, el estudio del movimiento de cuerpos
celestes permite obtener de ecuaciones diferenciales y resolverlas.

Aunque las ecuaciones diferenciales que permiten describir el movimiento de n particulas materiales para
modelar por el ejemplo el sistema solar, la luna alrededor de la Tierra, o las lunas de los grandes planetas,
no posean solucion analitica general, ello no impidié que con métodos perturbativos se estudiaran dichos
sistemas por aproximaciones aun a costa de un trabajo que podria tardar afios en llevarse a cabo.

Puesto de otra forma: aunque problemas de tres 0 méas cuerpos no tengan una solucion analitica cerrada y
compacta, siempre es posible apelar a las soluciones aproximadas para practicamente cualquier grado de
exactitud. La suma de los centenares o miles de términos de las series que aparecen en estas soluciones
aproximadas dan una respuesta aproximada para un rango de aplicaciones realistas.

Recordemos que una serie de potenciasen (X - a), tiene la forma:

Ozo Cn(x-2)" = Co (x-a)° + €y (x-a)+Cp (x-a) 2+ .. +cn(x-a)" +... [1]
n=0
Si X es un numero particular, esta serie se convierte en una serie infinita de términos constantes.
Sia =0, laserie se transforma en serie de potencias en Xx:

o0
> X" =Co (X)°HCt () HC ()P A Ca () . = Cor X X H L X L
n=0



Matemidtica Superior ?(/aﬁcm/ﬂ ECUACIONES DIFERENCIALES
14/08/13 Wilo Carpio Caceres Pagina 1D

ECUACION DE LEGENDRE
Es la ecuacion diferencial que en su forma canonica tiene el formato:

(1- X3y - 2xy’ + a(a+D)y =0 [1],
Esta ecuacion es:
Q Diferencial ordinaria, porque existe una sola variable dependiente (y) en funcién de una sola
variable independiente (x).

Q Lineal, ya que la funcién ni sus derivadas estan elevadas o otra potencia distintas de cero o uno.
O De segundo orden. Donde:

o o Esunnumero real

o X0 Esun punto ordinario

o x =1 Son puntos singulares, que definen dos soluciones linealmente independientes, cuya solucién general en

serie de potencias convergente para todo x| > 1

_(a—m)(a+m+1)

= C Xm m+ m
Sustituyendo y Z m en [1] resulta la formula de recurrencia: ’ (m+(m+2) [2], para m>0.
_(a—m)(a+m+1)
m+2 m
En funcion de las constantes arbitrarias ¢, y ¢y, en la formula (m+I)(m+2) genera:
_ _a(a+])
o Param=0: > ° 2t
_ (e=D(a+2)

o Param=1 > 3! ,

c _0:(0:—2)(0:+1)(0:+3)C
QO Param=2: > 4 "

c - (@-D(a-3)(a+2)(a+4)

=3 o 51 a

a Param=3: >

¢ = (1" ala-2)(a-4)..(a-2m+2)(x+1)(a+3)...(a + 2m-1) c
a Param>0: > (2m)! 0 [3]

C, = (-1)" (a-D(a—3)...(a—2m+1)(a + 2)(a + b)...(a + 2m)
Luego: @m+! B [4]
—(_1\M —(_1\"

Alternativamente: Con = (=1) "8Gy y Comes = (-1) a2m+1C1, donde @2m y @2m-1denotan las fracciones de las (3)

y (4).
Para la ecuacion de Legendre de orden o, dos soluciones en serie de potencias linealmente independientes:

Yi = COZ(_l)mazmxzm Y, = C1Z(_1)m32m+1xzm+l
m=0 m=0
y

Suponemos que: o. = N es un entero No negativo.

e Sia=nespar, vemos en la ecuacion (3) que
grado ny y, esuna serie.

e Si o =nes impar, vemos en la ecuacion (3) que Femn =
polinomio de grado ny y; es otra serie.

[5]

— n . -
8m =0 cyando X". Para este caso y1 s un polinomio de

O cuando 2M+1>N para este caso Y, €S un

Con una seleccion apropiada, hecha por separado para cada n, de la constante arbitraria ¢, (n par) o ¢; (n impar), la
solucion polinomial de grado n de la ecuacion de Legendre de orden n:

A-—x)y"—-2xy'+n(n+1D)y=0 6]
Se denota con: P,(X) y se denomina Polinomio de Legendre de grado n.
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2n) | P (X) — i (_1)k (2n — Zk)l Xn—2|<
Si la constante del coeficiente de X" en P,(x) es: —  resulta: s 2"k (n—k)!(n—2k)! 7);
2" (n1)?
Los seis primeros polinomios de Legendre son:
o h®x=1 R(x)=x
P,(X) = S (3x2-1) P.(X) = = (5%° — 3)
a 2 2
P,(X) = % (35x* —30x* +3) P.(X) = % (63x°> —70x> +15x)
0

1
Ejemplo: Verificar a partir de la ecuacion diferencial de Legendre que L Pdx=0; paran>0

Solucion: Partiendo de la ecuacidn diferencial e integrando en [-1, 1] > [(1— x2 )y'], + n(n +1)y =0
! 1 1
L-x2 R, =n(+1[ P, > Param0=[ P,=0

1 1
Siendo p, =1 una funcién de la sucesion ortogonal: {p, (x)}/ P(x)=1, [-1, 1], luego: L PP, =I_1 P, =0

Ejemplo: Desarrollar en serie de Fourier-Legendre la funcion |X| en x e [-14]: ¢, = 2n2+1rl|X|Pn
n=0=¢c, :12.[1xdx:1
Solucién: El coeficiente ¢, seré 2. 2
1
0= 2c, =(2n+1)[ |xp, 225 =0=> ¢,y =0
1 2k +1
—2 s = (4k +1)2[ xRy dx = cy o P, (0)+ P, ,(0)
Co C, C, Cs Cs
SRR O | 2 P@+P(0) | L P@+P(O) | Py (0)+Ps(0)
4 6 8 10
3(-1 5(3) -1 7(-5) 3 9( 35 -5
=l —=1]+1 R —|—|+= —| = |+—
4\ 2 6\8) 2 8\16 /) 8 10\128) 16
1 5 -3 1 17
2 8 16 128 256
1 5 3 13 17
f —+—=P ——P,(X)—P, — PR, (X)+ ..
(x) 5 +8 , (%) 16 A(X)128 5 (x 556 (%)
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APLICACION: ECUACION DE LEGENDRE Y LAS COORDENADAS ESFERICAS

Las coordenadas esféricas constituyen otra generalizacion de las
coordenadas polares del plano, a base de girarlas alrededor de un eje. Z
Definicién:

e Lacoordenada radial 7": distancia al origen

e La coordenada polar B. angulo que el vector de posicién forma con
el eje Z.

e La coordenada acimutal ¥: angulo que la proyeccién sobre el plano
X ¥ formaconel eje X.

Los rangos de variacidn de estas coordenadas son;

r € [0,00) # € [0,7] € (—m, ]

El 4ngulo ¥ puede variar en el intervalo [0,27).
1.1 Tes siempre positiva: La coordenada radial es una distancia siempre positiva. Si, partiendo de un punto P, vamos
reduciendo el valor de 7, al atravesar el origen de coordenadas T"vuelve a aumentar. Lo que cambian son los valores de 9, que
pasa a valer T — 8((’,POI’ qué?) y ¥, que pasa a ser ¢ + "T(dPor que?).

1.2 Bvale T como mucho, no 27T: Es un error coman el suponer que Bllega hasta 2?1’, como . Hay que recordar que
ambas coordenadas tienen significados geométricos muy diferentes. ¥equivale a la longitud geogréfica, mientras que Bes el
complementario de la latitud.

El valor # = 0) corresponde al Polo Norte. Aumentando B, vamosr hacia al

sur. El Polo Sur es # = 1. Y es lo maximo a lo que podemos llegar. No se
puede viajar al sur del Polo Sur. Si siguiéramos recorriendo la superficie terrestre

lo que estariamos haciendo es ya volver hacia el norte, lo que supone reducir
Al pasar por el Polo Sur, la longitud %cambia a e =}

Para identificar un punto de la superficie terrestre indicamos su latitud y su
longitud.

Latitud es altura respecto al ecuador. Este angulo es complementario de la
coordenada polar f (se llama también colatitud). La latitud, en lugar de variar de [](en
el Polo Norte) a 7T (en el Polo Sur) lo hace desde 90%a —90°.

Longitud es la distancia angular respecto a un meridiano fijo (el de Greenwich).
Equivale a la coordenada acimutal .

La coordenada radial corresponde a la distancia al centro de la Tierra.
ohjeta ahservado La altitud zde un punto de la superficie equivale al valor de

= 2+ Rrcon el radio de 1a Tierra (suponiendo ésta una
esfera, lo que es solo una aproximacion).
.~ declinacian Para situar las estrellas en el firmamento también es preciso emplear
X coordenadas esféricas. Existen varias posibilidades, siendo la mas
' usada la formada por la ascension recta y la declinacion.

pelo celeste norte

pLnte ,"'
lihra |

[ j ecliptica La declinacidn es el equivalente de la latitud, medida en este caso
T Y ecuador celeste respecto al ecuador celeste y la ascension recta corresponde a la
[ aries longitud, medida desde un punto de referencia conocido como punto
\ N vernal (o punto Aries).
il TS La coordenada radial seria la distancia a la cual se encuentran las

el estrellas respecto de la Tierra.
/ circule horario

/ eje del mundeo
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ECUACION DE LEGENDRE EN COORDENADAS ESFERICAS
Se realiza el reemplazo: x=cosé
Por tanto: (1—x?)y” —2xy’+ iy =0 & y., +cotgdy’@+ iy =0, donde A = a(a +1)

Demostracion: Partiendo de la ecuacion de Legendre:

(1— X2 )y" —2xy' +ala+1)y =0

Cambiando de variable X =C0sé, obtenemos:
C Y, %
y,=22=20
X, —sind

B " '
1
Vi = Yoo, _y,; cosd | —
| —sing sin“@ —-sing
Reemplazando estas expresiones en la ecuacion diferencial resulta:

sin* @ _y—gf—#cos@}—mosﬁ[#}ﬂyzo
| sin“@  sin° 4

—singd
y., +cotgey, + Ay = 0. Ecuacion diferencial modificada o transformada a coordenadas esféricas

Ejercicio: Calcular pr(0) Paran=0 p;(0)=0
Para n > 0una forma de calcular p (o) es a partir de la ecuacion diferencial de Legendre

[(1— xz)y’I +n(n+1)y=0 Integrandoen [o1]  (L—x*)p, |i=—n(n +1)j P,
0

1

- p(0)=-n(n+1)[ p,

p,(0)=-n(n+1)[ p,dx —=2—>=0

ety (0)(2k +1)(2k + 2){&} = P, (0)(2k +1)

Los Polinomios de Legendre son uno de los ejemplos mas importantes de los Polinomios Ortogonales,
porgue aparecen como soluciones en varios problemas clasicos de la fisica como:

1.- Movimiento de los planetas: Ecuacion de Kepler.
2.- Resolucion de modelos de la fisica con Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Parciales (EDDP) en coordenadas esféricas.

Son ejemplo de estos modelos de la fisica, los campos conservativos, no conservativos, propagacion de calor, propagacion de ondas,
propagacion de sefiales telegraficas, propagacion de ondas de particulas simples, etc.
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APLICACION: POTENCIAL ELECTRICO

El potencial eléctrico en un punto es el trabajo que debe realizar una fuerza eléctrica para mover una carga positiva g desde la
referencia hasta ese punto, dividido por unidad de carga de prueba.

Energia potencial por unidad de carga: Vp = Up/ (o

2

Potencial para una carga puntual: V=k (q/r) Donde: | — 1 _ 8.99%10° N-m
€, c?

N-m? newton-metro®

c? coloumb?
El Potencial Eléctrico en un punto es el trabajo que debe realizar una fuerza eléctrica (ley de Coulomb) para mover una carga
unitaria q desde ese punto hasta el infinito, donde el potencial es cero. Dicho de otra forma es el trabajo que debe realizar una
fuerza externa para traer una carga unitaria q desde el infinito hasta el punto considerado en contra de la fuerza eléctrica.

€, - Constante de permitividad del vacio y

Utilizando la ecuacion de Legendre y los polinomios de Legendre en coordenadas esféricas se puede obtener una formula para
expresar el potencial eléctrico en una carga puntual.

Potencial en un punto de coordenadas: M = (ra 8 9) Sea una cargz pantual umtana siuada en el puato con coordenadas esfencas (0.0. 1)
Como V= £ para carga eléctrica: e=1 M
n //.'
"o/
1 1 ol
V=—= =17

A \/(roz +ri-2nr cosa)
Para desarrollar esta funcién se presentan dos posibilidades
T /
r = ro 0 r<ir, /

v r>r, :E 1 0 ,"

r 2 /
\/(1+r°2—2r°c059]
r r

r<ry _ 1 1

-1 :
’ \/[urz 2rc050j
rO rO

Por polinomios de Legendre, la expresién del potencial es:

n
© n 1&(r

v—t s ZEZ(EJ p,(coso) &—)=Z(j p.(cos6)

rao\r fo n=o\ fo
Ejemplo: Determinar el valor del potencial eléctrico creado por una carga puntual q;=12 x 10°C en A
un punto ubicado a 10 cm. del mismo como indica la figura.Solucion: Aplico calculo del potencial .—'
en un punto debido a una carga puntual: V=kQ/r 1T|—

9.109 N":ﬂ 12.10-2C

v, = c =+1080 7

0.1m

Como el potencial es escalar sdlo se indica signo y valor numérico.
El potencial en A: + 1.080 V

Ejemplo:
Dos cargas puntuales q1=12 x 10-9 C y q2=-12 x 10 "9 C estan separadas 10

cm. como muestra la figura. Calcular la diferencia de potencial entre los
puntos ab, bc y ac.

Solucién:
Para poder hallar la diferencia de potencial entre puntos, debemos primero
hallar el potencial en cada punto debido al sistema de cargas planteado
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® Potencial en punto a: El potencial en a es debido a la accién de dos cargas puntuales g1 y g2 por lo tanto deberemos

calcular cada uno de dichos potenciales y establecer la diferencia. como el potencial en un punto debido a una carga
puntual se calcula como ya vimos en el ejercicio anterior como  entonces deberemos repetir este calculo para cada una
de las cargas.

En consecuencia por lo que como se observa el resultado corresponde a la diferencia entre el potencial positivo creado por
la carga q1 vy el potencial negativo creado por la carga 2. (potencial de q1= + 1.800 V y potencial de g2 = - 2.700 V de
alli surgen la diferencia que es a favor del potencial positivo en -900 V).

Potencial en punto b : Repetimos lo establecido para el punto a simplemente que ahora debemos calcular las distancias
para el punto b por lo que la expresién nos queda como se observa el resultado corresponde a la diferencia entre el
potencial positivo creado por la carga g1 y el potencial negativo creado por la carga q2. (potencial de q1=+ 2.700 V y
potencial de q2 = - 771 V de alli surgen la diferencia que es a favor del potencial positivo en 1.929 V).

Potencial en punto c: En el punto ¢ no es necesario realizar el calculo numérico dado que como las distancias entre c y
las cargas son iguales y las cargas son iguales y de signos contrarios, los potenciales que provocan son de igual valor y
signo opuesto, por lo que el potencial en ¢ vale 0 (V¢=0).

Célculo de los potenciales:

Vab=Vb-Va=1.929V - (-900 V) = + 2.829 V
Vbe=Ve-Vb=0V -1.929V =-1.929V

Vac=Vc-Va=0V - (-900 V) =+ 900 V

Respuesta: Vab =+2.829V Vpbc=-1929V Vac=+900V

FUNCION LEGENDRE
Las Funciones de Legendre son las soluciones a las Ecuaciones Diferenciales de Legendre:

0= Lr@)] + ot pe -0
Ejemplos de polinomios de Legendre
Ecuaciones asi llamadas por el francés Adrien-Marie Legendre, usadas en Pn {I‘]

Fisica y otros campos. Aparecen cuando se resuelve la ecuacion de Laplace
(un tipo de ecuacién en derivadas parciales) en coordenadas esféricas. 0

La ecuacidn diferencial de Legendre se resuelve por serie de potencias si

1
xI
converge cuando |x| < 1y en particular de que n sea un entero no negativo 1 3 2 _ 1)
_ U 1 ENte 2 =(3x
(0, 1, 2,...) las soluciones forman una familia de polinomios ortogonales <
Ilamados Polinomios de Legendre. :
2 3 1527 —31)
El polinomio de grado n de Legendre P(X) es expresado como: 1fap. 4 2
1 d" ) o 4 E(SJI — 30r —I— 3:}
Pa() = gy [(2° = '] .
AL 5 5(63r" —70x” 4 1bx1)


http://es.wikipedia.org/wiki/Ecuaci%C3%B3n_diferencial
http://es.wikipedia.org/wiki/Adrien-Marie_Legendre
http://es.wikipedia.org/wiki/F%C3%ADsica
http://es.wikipedia.org/wiki/Ecuaci%C3%B3n_de_Laplace
http://es.wikipedia.org/wiki/Ecuaci%C3%B3n_en_derivadas_parciales
http://es.wikipedia.org/wiki/Coordenadas_esf%C3%A9ricas
http://es.wikipedia.org/wiki/Serie_de_potencias
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ECUACIONES DE BESSEL

- s , 2 2 ., R
Tiene la forma: x>y +xy’+ (x - p°) y = 0 (1), cuya solucién son las Funciones de

Bessel de orden P, con P 2 0, que aparecieron para describir las oscilaciones
producidas verticalmente por una cadena, pero sus propiedades generales fueron
estudiadas mas profundamente por Bessel, cuya ecuacién de Bessel (1) tiene como

m+r

condicion inicial r’ —p2 =0 conraicesr=T P, sustituyendo y = z Cm X" en
(1) encontramos que C1 =0y que (m+1?—P? Tca +cne=0 2 Vmz22

Para r =P >0 sustituyendo r=P y a» en lugar de c» la ecuacion (2) queda:
Cm—2 —a

m-2
2 M=
[ (m+r ) _p2 ]Cm+Cm—2:O comoam=Ccm > Ccm=- [(m+r )Z_pz] pam=- m(2p+m ) (3)

Siat=0; am=0 Vm impar:

V'm par se tiene:

~a, a,
a m=2: a2:4(2p+2): 4(p+1)
a’ a,
a0 medai= H2p+4) - 4+2(p+1)*(p+2)
(_1)mao
2m
0 Lapauta general es: a 2m = 2 mi(p+1)p+2).(p+m) Nota: m! #n!

Ejemplo: Para: 8! =(8.7.6.5! resulta (p+1)_ (p+1Np+2)p+3)p+ m)!’ con raiz mayor r = p se obtiene: y 1 =
0 _1)m X2m+p
>

20 S2""ml(p+1) p+2).(p+m) 4)

Si p=0 éstaserd la unica solucion en serie de Frobenius,cona® =1 es lafuncion J 0 (x)
Parar=-p<0; m(m_Zp)bm+bm—2:0 (5)
Param=22;b1 =0 Si 2p es un entero positivo, existe una dificultad potencial

Demostracion: Sim = 2p la ecuacion (5) sera: 0.bm™ +bm2 =0. Sibm2 #0 no satisface la ecuacion
Si p es un multiplo entero impar de 1/2, es decir que p = k/2; k = entero positivo impar; se corrige la dificultad

anterior de la ecuacion (5), considerando b m =0 V valor impar de m.

Considerando K —ésimo: K (K-K) b k + b k-2 = 0, desigualdad que se cumple por: b Xx=b K-2=0

Si p no es un entero positivo; b m=0 para m impar los coeficientes de indice par se definen en términos de b © por
-b

medio de la formula de recurrencia: bm= m(m -2 p) imz22 (6)

m-2

El resultado obtenido en la ecuacion 4 es el mismo al comparar la (6) y (3) excepto que p = -p
5 oy
ye=po ma2"m(=p+1f-p+2)(-p+m) 4

y 1;y 2 son soluciones linealmente independientes de la Ecuacién de Bessel, con p>0
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FUNCIONES BESSEL

Definidas por el matematico Daniel Bernoulli y luego generalizadas por Friedrich Bessel, son soluciones canonicas y(x) de la
ecuacion diferencial de Bessel:
d? d
207Y Y 3 3
rr—4+r—+(z"—a")y=10
| B gt ) o
Donde: a es un nimero real o complejo, denominada orden de las funciones de Bessel asociadas a dicha ecuacion. Es comdn
cuando e es un entero n, aunque la solucién para a no enteros es similar. Como tal ecuacién es una ecuacion diferencial de

segundo orden, tiene dos soluciones linealmente independientes.

La Ecuacion de Bessel aparece en soluciones a la ecuacion de Laplace o a la ecuacién de Helmholtz por el método de
separacion de variables en coordenadas cilindricas o esféricas.

Las funciones de Bessel se usan en problemas de propagacion de ondas, potenciales estaticos. En sistemas en coordenadas
cilindricas, se obtienen funciones de Bessel de orden entero (o = n) y en problemas en coordenadas esféricas, se logran
funciones de Bessel de orden semientero (o =n + 1/ 2), por ejemplo:

Ondas electromagnéticas en guias de onda cilindricas.

Modos transversales electromagnéticos en guias Opticas.

Conduccidn del calor en objetos cilindricos.

Modos de vibracion de una membrana delgada circular (o con forma de anillo).
Difusion en una red.

O O O O O

FUNCIONES DE BESSEL ORDINARIAS DE ORDEN A:

Funciones de Bessel de orden o

Son soluciones de la ecuacion de Bessel (1). Existen dos formas de expresar la solucion general de la ecuacion
diferencial de Bessel con parametro a, asociadas a las funciones de Bessel ordinarias de 1ra y de 2da especie.

Las funciones de Bessel de primera especie y orden a J,: Son las soluciones de la ecuacion diferencial de Bessel
que son finitas en el origen (x = 0) para enteros no negativos a y divergen en el limite & — () para o negativo no
entero. El tipo de solucién y la normalizacion de J,(x) estan definidos por sus propiedades. Para las soluciones de
orden entero es posible definir la funcion J,(x) por su expansion en serie de Taylor en torno a x = 0:

4

= (_l}k T Qk-l-rr_ a a? &
W)=Y e Ta) e Ty A mery

I'(z) es la funcion Gamma de Euler, una generalizacion del factorial para nimeros complejos. Para a no enteros, se necesitan
expansiones en series de potencias mas generales
Estas funciones cumplen que si:

‘ a ¢ Z, entonces JJX) y J - 4x) son linealmente
J e independientes, y por tanto dan una solucion general de la
o \ ) == ecuacion de Bessel.

04 X\ a g Z s, _4(X) no esté definida en x = 0.

0.2 {— —y % - s
% \ / \ i / / o = n € Z, entonces se cumple: J _o(x) = (— 1)"Jn(X),
. \ LR/ \ / AN Y por lo que las dos soluciones dejan de ser linealmente
\ W7 Y independientes. En este caso, la segunda solucién
-04 - linealmente independiente sera una funcion de Bessel de
5 10 15 segunda especie.

Funciones de Bessel, J,(x), para 6rdenes enteros o = 0,1,2 nos muestras que son funciones oscilatorias
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http://es.wikipedia.org/wiki/Friedrich_Bessel
http://es.wikipedia.org/wiki/Ecuaci%C3%B3n_diferencial
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http://es.wikipedia.org/wiki/Ecuaci%C3%B3n_diferencial
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Las funciones de Bessel de 2da especie, Y,(x), para érdenes 0=0,1,2, son soluciones de la ecuacion diferencial de
Bessel, Estas funciones divergen en el origen (x = 0).

Estas funciones Y,(x) también se les llama funciones de
os f /\ o e | ] Neumann o de Weber, y a veces se denotan por Nq(x).
oo A= o A ST ad e Para a; no enteros, se definen a partir de las funciones de
o - primera especie J,(x) mediante:

f' f ] Vi) JI:n:Il 008, 0T = bil—'J:,T.l Ty
=13 T F J.“',IJ: T 11 ' 'n-'.ﬂ‘i'_'.ln
20 | 1 ' sin| e |
o
-25 Ii Y (X) -2 . .
i ,;,.‘: _ Para un orden entero n, la funcidn es definida como:
! .

YUX) mimmin

Yo(z) — lim Ya(z), Vn€Z

X—T

Yalz) = 1 [:sin[:r, sin ) — nd)dd — 1 /:Q [ﬂ”f + {—1)“6_111 g~ T sinht gy

Que resulta en forma integral: T T

Para el caso en el que tengamos a no enteros, la definicion de Y,(X) es redundante (como queda claro por su
definicion de arriba). Por otro lado, cuando a es entero, Y,(X) es la segunda solucion linealmente independiente de

la ecuacion de Bessel, ademas, de forma similar a lo que ocurria con las funciones de primera especie, se cumple
o
que:  Yoa(z) = (=1)"Ya(z)Vn€Z

Ambas J,(X) ¥ Y.(x) son funciones holomorfas de x en el plano complejo cortado por el eje real negativo. Cuando a
es un entero, no hay puntos de ramificacién, y las funciones de Bessel son funciones enteras de x. Si fijamos X,
entonces las funciones de Bessel son funciones enteras respecto a la variable a.

Las funciones holomorfas son el principal objeto de estudio del Analisis complejo; son funciones que se definen
sobre un subconjunto abierto del plano complejo C y con valores en C, que ademas son complejo-diferenciables en
cada punto.

Esta condicion es mucho mas fuerte que la diferenciabilidad en caso real e implica que la funcién es infinitamente
diferenciable y que puede ser descrita mediante su serie de Taylor.

El término funcidn analitica se usa a menudo en vez del de "funcion holomorfa", aunque el término de "analitico"
tiene varios otros significados. Una funcion que sea holomorfa sobre todo el plano complejo se dice funcién entera.
La frase "holomorfa en un punto a" significa no sélo diferenciable en a, sino diferenciable en todo un disco abierto
centrado en a, en el plano complejo.

FUNCIONES DE BESSEL DE LA PRIMERA ESPECIE:
1
Sea a°= [2 pr(p+1) en la ecuacion (4) observamos: r(p+m+1)= (p+m) (p+m-1)...(p+2) (p+1) r(p+1)
© _m 2m+p
La funcion de Bessel de la primeralespecie de orden p: J° (x)= m=0 m! r((p +)m +1) KZJ
Si P noesunentero: bo= [[2,,) r(— P +l)] La ecuacion (7) para la 2da solucidn linealmente independiente

© (_1)m (_]mp
I (0= m mir(— p+m+1), 2

De la Ecuacién de Bessel de orden P.
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> Si p no es un entero la solucion general seré: y = c1Jp (x)+c2J P (x)

0 (_ 1)m 2m+n
. . ! | (_j
> Si p no es entero no negativo: Jn (x)= m=0 mi(m+n)t{2
Para las funciones de bessel de la primera especie y de orden entero
2m

i : x2 x4 x®
o 2 m(nl 92 92 42" 52 g2 p2°
> JO(X) 1- 2 +.2 4 .2°.4°.6 +

Z ( 1)mX2m+1 X 1 ( Jf}’ 1 (5)5
> Ji)=e 2 mm+ % a(2) L am\2) L (g

FUNCION BESSEL DE LA SEGUNDA ESPECIE:
Una generalizacion puede ser:

=

27" (n—m-1)! i_ "(H, +H,+m)(x jmzm
Ym(x):2/7Z((7/+Inx/2)Jm(X)_1/7Z' = i V= m'(m+n)l \ 2

Si n =0 si el primer sumando de (20) de modo que se hace cero la funcién Bessel de la segunda especie y
de orden entero n20.  La solucién general es: Y=c1Jn (X)+ c2Y n(X)

IDENTIDADES DE LAS FUNCIONES DE BESSEL
Las funciones de Bessel satisfacen a un nimero de identidades de frecuente utilidad en especial integrales
que requieran funciones de Bessel partiendo de:

S z)

JP(X): m=0 m!r(p+m+1)k2

p p
Cuando p sea un entero no negativo: d/d [X I, (x) ]: X prl(x)

P 3,00 1= -xP3,,(%)

Para p entero no negativo: d/dx

Como conclusién podemos expresar la derivada de las funciones de Bessel en término de las propias
funciones de Bessel y obtenemos la férmula de recurrencia

2
(0 =3, (0-3,.09
J (A)
Expresa funcién de Bessel de orden superior en término de funcion de Bessel de orden inferior

4
(X)=—--3,(x) = J.(X)
Ejemplo: Si p = 2 en la ecuacion (A) = J° X ? """ > Con p=1 obtengo J:Y

3<x>=f[3.al(x>—Jo<x) ] 0= (——1) 1,00~ 23,00
] Xl X X X

Reemplazando: -J1 (X) , Finalmente: J



